实 滨 形 和 复 洪 形 上 的 分 外 


[ 羡 ] 民 . 纳 拉 西 姆 汉 着 


现代 数学 译 从 
. 实 流 形 和 复 流 形 上 的 分 析 


【 关 ] R. 纳 拉 西 姆 汉 著 
陆 柱 家 译 


i 


内 容 简介 


本 书 论述 了 近代 敌 分 拓扑 、 敏 分 几何 ,大 范围 分 析 和 多 复 变 阔 数 论 的 一 
些 和 共同 的 基本 定理 (包括 同类 书 中 不 易 见 到 的 深刻 而 有 用 的 一 些 定理 ) 并 
拖 还 了 访 形 上 的 微分 算 子 理论 ， 

本 书 篇 明 扼要 清晰 易 慷 是 一 本 优秀 的 涉及 多 学 科 的 基本 理论 书籍 ， 
可 供 数 学 系 高 年 级 学 生 , 研 究 生 、 大 学 教师 及 数学 工作 者 参考 ， 


R, Narasimhan 
ANALYSIS ON REAL AND COMPLEX MANIFOLDS 
North-Holland, [nc. 
Second edition 1973 


现代 数学 译 具 
实 流 形 和 复 流 形 上 的 分 析 
[ 美 〗 R. 纳 拉 西 姆 这 著 
陆 柱 家 主 

资 性 编辑 张 启 田 

笠 尝 光 放 站 出 版 
北京 岗 隅 门 内 大 入 137 号 

中 国税 革 深 凶 懂 三 印刷 

新 华 蔬 店 北 京 发 行 记 发 行 ” 各 地 新 华 书 店 经 舍 
本 


1985 年 1 月 第 一 版 开本 :850X [168 1733 
4986 年 4 月 第 一 欢 丰 出 印张 ;7 ?78 
和 印 洁 ;091 一 ,700 字数 : 207，000 

娃 一 书号 ;13031 *， 3159 

本 娃 书 吕 3 4757 。13 一 -5 


害 价 ; 2.25 元 


序 言 


本 书 来 源 于 1964/65 年 冬天 在 孟买 Tata 基本 理论 研究 所 所 
作 的 演讲 。 讲 六 的 目的 是 介绍 实 流 形 上 和 复 流 形 上 分 析 中 的 各 种 
课题 。 不 用 说 , 课题 的 实际 选择 完全 由 个 人 兴趣 所 确定 ， 讲演 内 
容 曾 由 Tata 研究 所 作为 讲义 笔记 而 刊行 ， 现 在 这 本 书 就 是 以 此 
笔记 为 基础 而 写成 的 . 

本 书 的 对 象 是 对 分 析 感 兴趣 但 分 析 知 识 不 多 的 读者 我 们 假 
定 他 们 具有 实 变 函 数论 ( 微 积 分 和 测度 论 ) 和 某 些 复 变 函 数 沦 的 知 
识 。 一 般 说 来 , 本 书 用 到 的 多 复 变 函数 的 一 些 基本 人 性质 将 被 明确 
地 叙述 ,并 附 有 参考 文献 .然而 ,我 们 假定 读者 熟知 线性 代数 和 多 
重 线性 代数 (向 量 空间 的 对 偶 , 张 量 积 ,外 积 等 等 的 性 质 ) 以 及 集合 
拓扑 (连通 的 和 局 部 紧 空 间 的 性 质 ).( 所 震 的 素材 包含 在 Bourbaki: 
Aigébre Lineaire, Aigebre Muliilindéatre 和 Topologie Generatc， 第 
1 章 和 第 正章 中 .) 

本 书 共 分 三 章 。 第 一 章 讨论 RR* 中 的 可 微 函 数 的 性 质 ， 其 目 
的 是 提出 在 微分 拓扑 中 经 常用 到 的 可 微 函 数 的 某 些 定理 《诸如 隐 
函数 定理 ，S$ard 定理 和 Whitney 下 近 定 理 ), 并 且 给 出 了 它们 的 完 
全 的 证 明 . 

第 二 章 是 作为 研究 实 流 形 和 复 沪 形 的 一 个 导论 。 除 去 通常 的 
一 些 定义 (微分 形式 和 向 量 场 ) 外 ,这 一 章 包 含 了 Frobenius 定理 ， 
Poincare 引 理 ，Grothendieck 引 理 ，Grothendieck 5| 理 对 于 复 分 析 
的 应 用 ，Whitney 的 华人 定理 以 及 Thom 横 截 性 定理 ， 

最 后 一 章 讨 论 线性 椭圆 微分 算 了 的 人 狂 质 ， 给 出 了 属于 Peetre 
和 Hirmander 所 刻 划 的 线性 微分 算 子 的 特征 ， 证 明了 关于 椭 通 
算 子 的 Girding 不 等 式 和 Friedrichs 不 等 式 ， 并 将 其 用 来 证 明 椭 
圆 方程 的 弱 解 的 正则 性 ， 这 一 章 以 Malgrange-Lax 的 盟 近 定理 及 


外 卫 索 


其 对 于 证 明 关 于 开 Riemann 曲面 的 Runge 定理 的 应 用 《属于 
Behnke 和 Stein) 为 其 结 屁 ， 

我 们 不 讨论 Riemann 度量 和 初等 微分 几何 , 也 不 讨论 椭 贺 线 
第 三 章 的 有 限 性 定理 ,推广 到 这 样 的 线 从 并 不 是 很 困难 的 . 

我 感谢 在 准备 本 书 过 程 中 所 得 到 的 多 种 帮助 。 感 谢 M. Nar- 
likar 夫 入 整理 了 Tata 研究 所 刊行 的 讲义 笔记 ;我 特别 感谢 互 . GG 
Diamond 非常 仔细 地 阅读 了 大 部 分 的 讲义 笔记 ,指出 了 一 些 错误 ， 
并 且 担 出 了 改进 意见 和 一 些 不 同 的 证 明 。 最 后 ,感谢 N.H. Kuiper 
建议 将 Tata 研究 所 刊行 笔记 改写 为 本 书 ,他 对 第 一 章 和 第 二 章 有 
益 的 注 记 :以 及 他 对 原稿 付 印 方面 的 帮助 . 

R. 纳 拉 西 姆 汉 
1968 年 7 月 于 旨 内 蕊 
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第 一 章 ”R" 中 的 可 微 阳 数 


记号 ”我们 将 使 用 下 面 的 一 些 记号 : 臣 ,C,Q, 忆 分 别 表 示 实 数 域 ， 
复数 域 有 理 数 域 和 整数 环 ， 我 们 将 前 珊 个 数 域 视 为 具有 它们 通 
常 的 拓扑 . 民 "，C"，.… 将 分 别 表示 尺 ，C，*… 的 Descartes 积 , 例 
如 ， 
R" = {Cr xn) ri€ Rj=1, 0] 
记号 RR*+, Q*, Zr 分 别 表示 民 , Q@, Z 的 非 负 元 素 的 集合 ， 
对 于 大 部 分 情形 , a, 8 表示 非 负 整数 的 ”数组 : c 一 (a……， 
tr) = (f,, 机 pe)， oj Pi€ Zt!. 此 时 ,我 们 令 
la| =@+ 二 a cl = ot''art, 
x oft 
[a a 如 果 PB; 所 i. 
如 于 8; 委 my 则 我 们 记 为 8 所 c; 如 果 8 所 ,并且 8 了 关 g， 则 记 
为 po. 
我 们 用 #* 二 (zu 20)[s 一 《xs so)] 表示 RR*[C"] 
的 点 , 则 


lz| = maxlxj| ，|z| = maxj zil， 
i i 


l= 

ls = (la +. 二 |z| D3 
和 
当 半 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 , 并 且 S 是 头 的 一 个 子 集 时 ,我 们 
用 表示 S$ 的 内 点 集合 ， 即 包含 在 $ 中 的 最 大 开 集 。 当 5,, 3: 是 
和 的 两 个 子 集 时 , 若 8 在 5; 中 是 相对 紧 的 , 即 ;， 若 5 在 5; 中 的 
闲 包 是 基 集 时 ,我们 记 作 5,&5;. 

当 了 荐 从 RR" 中 的 一 开 集 2 到 慌 * 中 的 一 个 映射 ,并 且 4 是 9 


‘1 " 


让 的 一 个 非 负 冰 数 时 ,我们 记 
f(x) 二 OC4(x)), [或 者 了 一 0(2)]， 

如 果 存 在 一 个 常数 C0, 使 得 对 于 所 有 x€8, 有 |1(x) | 所 C1(x)， 
此 人 外, 当 4€ 如 时, 我们 记 

1(%) 二 ol4(%))， 当 + 一 a 时 (或 当 |x 一 al 一 0 时 )， 
如 果 存 在 一 个 映射 8;:0 一 中 1!, 使 得 当 + 一 4 时 elx) 一 0， 并 且 
[fC2) | SECx) N(x). 

当 用 “无 穷 远 点 ”代替 “时 ,也 用 类 似 的 记号 。 


$1.1., Taylor 公式 


令 Q 是 R* 中 的 一 个 开 集 ，t 是 一 个 之 0 的 整数 。 我们 用 
C<2) 表 示 Q 上 具有 阶 数 委 4 的 连续 偏 导数 的 实 值 冰 数 地 的 集合 . 
也 就 是 说 , 当 |el = 十 … 十 ar< 扫 和 时 ,这些 了 图 数 子 的 偏 导数 

i toenf 加 
Bx. Or 
在 2 上 存在 并 连续 。 我 们 用 C”(@) 表示 对 于 所 及 之 90， 属于 所 
有 C0) 的 函数 的 靠 合 。 CC2) 中 的 函数 称 为 8 上 的 C 了 话 数 。 
对 于 FE CXQ8) 和 |a| 委 友 我们 用 


mi 


Ontteny 
Ort -Oxon ” 
其 中 , 所 施行 的 各 个 微 商 的 次 序 是 无 关 紧要 的 。 对 于 定义 在 Q 上 
的 任何 函数 f (不 必 是 连 绪 的 ) ,我们 用 supp(f) 表示 集合 
{x€ Qlf(x) 0} 
在 9 中 的 闭 包 ，supp( 让 称 为 1 的 支 集 ，C$CQ)? 表示 使 得 supp(1) 
是 紧 集 的 函数 fe C*(0) 的 集合 ， 


表示 仿 导 数 


1) 原文 席 为 CY(Q) ,一 一 详 痊 注 


2 " 


如 果 互 是 一 个 有 限 维 民 向 量 空间 ,我 们 用 C8, E), C9， 
E),-… 表 示 所 有 映射 1:2 一 的 集合 ,对 于 EE 上 任意 的 (连续 ) 线 
性 泛 函 7, 这 些 函 数 f 使 得 痕 数 1of€ C*(8), C0),……… 

如 泉 e1，。*…, es 是 E 的 一 个 民 基 ,f:9 一 E 是 一 个 映射 , 则 
对 于 每 个 *€ 0, 存在 4 个 实数 有 (x)，-…*, fa(x), 使 得 


f(x) = > f(x) ei. 


容易 验证 ， 
FE CQ, E), C(OQ, E), .* 
当 且 仅 当 
fe€ COQ), CHQ), ,1 =1,.*, 9. 
CQ,) 的 元 素 称 为 从 如 到 五 中 的 Ct 映射 ， 当 EE = R* 时 ,我 
们 把 CXQ, E), Ci(Q, EE),，… 记 作 Ct(8, 9), C$(0, 9)， 
对 于 je C*CQ, E), 我 们 可 以 定义 导数 DC [al 所 龙 )。 此 时 
DeFe Ce lafG ,万 )， 

我 们 将 把 fkE CC2) 等 同 于 在 2 上 一 局 在 只 "一 2 上 一 0 的 元 素 
‘g€ CIHR"). 

我 们 还 将 经 常 考虑 QQ 上 的 复 值 阴 数 (或 从 8 到 CC? 中 的 映射). 
此 时 ,如 果 不 发 生 混 请 ,我 们 将 用 记号 Ct(Q), CXQ, 9),* -代替 
CC) CO, CC )， 

定义 在 2 工 的 一 个 实 信函 数 了 称 为 ( 实 ) 解 析 的 ， 如 果 对 于 任 
何 s 一 (《o …，ao)c@, 存在 一 个 短 级 数 


P(x) 一 2 eal a)” 


> CuealXi 一 a ‘(xe VF an ja 


当 x* 在 a 的 一 个 邻 域 口 中 时 , 它 收 合 于 大 x}。 此 时 ,在 上 的 紧 子 集 
上 ;此 级 数 一 致 收 化 于 1《 因 此 f 是 连续 的 ), 并 且 逐 项 微分 得 到 的 
级 数 也 -- 致 收 伍 ， 因而 fe Cc"(Q), 并 且 ,对 于 任意 p= (6,, “” “9 
P.), 有 


DIf(x) 一 DPP,(x) 一 yceDe(z 一 ao) 
再 者 ,此 级 数 是 由 唯一 确定 的 ;事实 上 ， 
cs = DY(o). 
ot 


以 上 述 的 方法 同样 可 以 定义 从 0 到 一 个 有 限 维 向 量 空间 中 的 解析 
有 映射 . 
当局 ,7 是 R* 中 的 开 集 、j:U > 了 是 一 个 使 得 f 和 扩 ' 都 

是 C* 映 射 的 同 胚 时 , 我们 说 f 是 从 UV 到 V 上 的 一 个 Ct 微分 同 是 
(或 者 就 称 为 微分 同 胚 )、 如 果 U 一 了 ,我们 称 f 为 一 个 C* 自 同 
构 ， 

如 果 了 和 六: 是 实 解析 的 ,我 们 就 说 于 是 一 个 解析 同 构 (或 者 。 
解析 自 同 构 , 若 UV = 二 VV》. 

当 U 是 C” 中 的 一 个 开 集 ,1 是 UV 上 的 一 个 复 值 函数 时 ,了 入 
为 全 纯 的 ,如 果 对 于 任意 a€ U, 存在 一 个 震级 数 zcs(z 一 a》*, 对 
于 < 的 一 个 邻 域 中 的 所 有 的 z, 此 震级 数 收 伍 于 蕊 z)。 

当 五 是 一 个 有 限 维 C 向 量 空间 时 ,一 个 映射 1:U 一 五 称 为 是 
全 纯 的 。 如 果 对 于 E 上 任意 的 线性 泛 函 1,1of 是 全 纯 的 。 当 我 
们 把 一 个 映射 fiUV 一 C7 记 作 f= 二 (有,*………, fs) 时?, 了 是 全 纯 的 ， 
当日 仅 当 每 个 fj; 是 一 个 全 纯 函 数 . 

一 个 映射 1:U -> VC?” 中 的 开 集 ) 称 为 一 个 C 解析 同 构 《或 
者 ,稍微 粗糙 一 些 , 称 为 解析 同 构 , 如 果 不 会 发 生 混淆 的 话 )* 如 果 # 
和 六 都 是 全 纯 的 , Osgood 的 一 个 定理 例如， 参阅 Hervt[19631) 
一 一 在 本 书 中 我 们 不 证 朋 它 一 一 断言 ， 从 品 到 上 的 一 个 一 对 一 
的 全 纯 肌 射 是 一 个 & 解析 同 构 。 对 于 C* 或 实 解析 映射 。 没 有 类 
似 的 定理 . 

我 们 将 假定 全 纯 函 数 的 某 些 基本 性 质 是 熟知 的 这些 性 质 在 
大 多 数 有 关 多 复 变 函数 论 的 书 中 都 有 证 明 ， 例 恕 ， 可 参 Hervé 
[ti963] 以 及 Hirmander [1966] 


1?》 原文 把 有 UC 误 为 天-C ,一 一 - 译 者 注 


中 4 要 


.1.1 Cauchy-Riemann 方程 定义 在 一 个 开 常 CCs 上 的 函数 
偏 导 数 
85 2 (8. oy 
任 在 并 为 bp 。 这 里 #1 一 i 十 ii *is 站 是 实 的 ,i 一 V 一 1, 
我 们 还 令 
a -二 (中 ;8 


全 zi 2 Or; Hy) 
对 于 U 上 的 全 纯利 数 , 我 们 记 
pe 
全 人 (9 ( Oz, ) 1, 


根据 方程 1.1.1, 我 们 有 z 
De = (二 ) es yn f 

Hartogs 的 一 个 基本 的 定理 (参阅 Hirmander [1966]) 断言 ,连续 
性 条 件 在 Cauchy-Riemann 方程 1.1.1 中 是 多 余 的 ; 这 里 我 们 不 证 
明 这 个 定理 ， 
1.1.2 解析 开拓 原理 ”如果 f 在 C"CR") 的 一 个 连通 开 党 TO) 
中 是 全 纯 的 ( 实 解析 的 ), 并且, 对 于 所 有 的 c 一 (a,，**, an) 和 某 
个 a€ 0(Q), DrK(a) 一 0 则 7 三 0。 特别 ， 如 采 了 于 在 2(38) 的 一 
个 非 空 开 子 集 上 为 零 , 则 jf 志 0. 
1.1.3 Woeicrstrass 定理 ”如果 {j,} 是 一 列 全 纯 函 数 、 在 五 的 任何 
紧 子 集 上 它 一 致 收 仇 于 阴 数 f, 则 f 在 避 中 是 全 纯 的 并且, 对 于 
任何 a, 在 过 的 紧 子 集 上 {D"f,} 一 致 收 化 于 D'Y. 
1.1.3” Montel 定理 如果 = {1} 是 避 中 的 一 族 全 纯 电 数 ,在 UU 
的 任何 紧 子 集 天 上 它们 是 一 致 有 界 的 : 

f(x)| 所 MM 对 于 所 有 x€E kK, 1&6， 
那么 5 的 元 素 的 任何 一 个 序列 包含 一 个 子 序列 , 在 品 的 任何 紧 子 
集 上 此 子 序列 一 致 收 伍 ， 


1.1.3” 极 大 模 原 理 令 了 在 C ”的 一 个 连通 开 集 口中 是 全 纯 的 ， 
则 映射 天 已 一 人 或 者 是 常数 ,或 者 是 开 的 。 特别, 如 果 忆 是 有 界 
的 ,并 且 我 们 令 


M = sup lim |f1(Cz)!, 


en EU 


则 对 于 所 有 x U, 我 们 有 |1(z)| 过于， 除非 f 是 常数 ， 
1.1.4 “Cauchy 不 等 式 如 果 了 在 已 中 是 全 纯 的 ,并 县 对 于 zs EU， 
有 |1C2) | 专 M, 则 对 于 任何 紧 集 天 CD 和 任何 = 我 们 有 
1D*f(z)| 和 Mat671* 对 于 z€ KK， 
其 中 5 是 KK 到 如 的 边界 的 距离 , 
1.1.5 引 理 令 f 在 QCR” 中 是 实 和 解析 的 ， 我 们 把 R" 看 作 CC" 
的 一 个 闭 子 集 。 则 存在 一 -个 开 集 UCC” 和 如 中 的 一 个 全 纯 潜 数 
F, 使 得 UNMNR* 一 2 和 FiQ=. 
证 明 令 a& 28, 并 令 P(x) 一 ee 人 xz 一 a)* 是 一 个 在 lx 一 
al 过 rs(r, 之 0) 中 妆 钱 于 大 x) 的 震级 数 。 定 六 
U,= {séC"l|zs — al 一 ze 
则 对 于 ze Us Ps(z) 一 colz 一 a》 小 化 ,因而 它 是 VU。 上 的 一 个 
全 纯 水 数 . 
.， 令 品 二 UseoUs， 我 们 断言 ;如果 Us 作 Us 一 Us 关中， 则 在 
U,, 中 P, 一 P,。 事 实 上 , Us 是 目的 ;因而 是 连通 的 ， 再 者 ,如 条 
Us 天 由 则 了 sn 呈 " 关 由 , 并 对 任意 ce Us 站 R", 我 们 有 
DP(c}) 一 了 ec) = DeP,(e), 
因而 我 们 可 以 应 用 解析 升 拓 原 理 1.1.2。 这 样 ， 令 FIV 二 Ps, 我 
们 就 定义 了 一 个 忌 上 的 全 纯 攻 数 F。 显 然 , FE12 一 
现在 我 们 回 到 实 值 涓 数 的 情形 。 仿 入 是 团 单位 区 间 0 志 1 志 
1 在 RR! 中 的 一 个 邻 域 ,并 仿 fe CCN), 之 1。 则 我 们 有 : 
1.1.6 引 理 在 在 [0,11 中 的 一 个 $, 使 得 
A 0 【各 
人 
其 中 


jadz) = (和 fC). 
证 明 ”对 于 w 上 的 一 个 连续 函数 g, 令 
lng, 1) 一 Stz)， 
1(g, 1) 一 | lg s)ds, r+ 完 1. 

显然 ,如 果 ge Ct(N), 以 及 对 0 万 y<k 一 1, g*(0) 一 0, 则 我 们 有 

gzD = hg, 2), 
如 果 我 们 将 此 应 用 于 

sfH)— De, 
我 们 就 得 到 
L117 AD— FO Ce®, 1) = PCD 
a ee pl 一 [AASE » 天 3 攻 

如 果 z 和 对 分 别 表示 ye 在 [0,1] 中 的 下 界 和 上 界 2, 显 然 ,我 们 即 
有 

全 < PR,1) < 和 
因为 fb 是 连续 的 ,因而 它 可 取 盖 和 对 之 间 的 所 有 的 值 , 因此 存在 
二 1 ， 使 得 

PP，1) = 有 foCE). 
这 就 证 明了 引 理 . 
用 归纳 法 容易 证 明 
Ws 

因而 可 以 把 (1.1.7) 写 为 下 述 形式 : 


1.1.8 fC1) = > 人 人 十 了 | (1 一 FOC) dr. 


1》 指 下 山 洽 和 上 册 界 ， 一 一 译 老 注 


1.1.9 定理 (Taylor 公式 ) 令 9 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,并 令 
feE Ct(Q)。 令 x,7EQ,， 并 假设 连接 x 和 ?的 闭 线 眉 [r*, y] 包含 
在 92 中, 则 我 们 有 
f(x) = 5 LD 一 9 
tl 1! ， 


二 二 Drf(E)x 一 》)"， 
其 中 # 是 fx, y] 的 一 个 点 . 
证 明 ”这 个 定理 从 应 用 于 函数 
g(t) = Hy + (x — $)) 
的 引 理 1.1.6 立即 可 以 得 出 ,而 这 个 函数 对 于 [0,1] 的 一 个 适当 的 
领域 W 属于 C*(N). 
当 Fe C"(9) 以 及 S 是 0 的 一 个 子 集 时 ,我 们 令 


I = DE sup1De(z)1. 
Ialom 人 0! *ES 


注意 ;如果 f, g€ C"™《Q), 则 我 们 有 
1.1.10 gels < Hs lgls, Hf + slls < ls 十 人 el。 
当 旬 有限 时, 我们 定义 C*(8) 上 的 一 个 拓扑 如 下 : gE C*(9) 的 邻 
域 的 一 个 基本 系 由 所 有 集合 
Bfg, 天 8) 一 入 ECAG) 一 一 s]} 
给 出 ,其 中 8 遍及 所 有 正 实数 ,K 遍及 避 的 所 有 紧 子 集 ， 通 过 把 所 
有 集合 
| {f€éE C*(O) | — slls < 6} 
看 作 ge C“(9) 的 邻 域 的 基本 系 而 得 到 C”*(Q8) 上 的 相应 的 拓扑 ， 
其 中 ,kK 如 前 所 述 ,m 是 任意 的 正 整 数 . 
显然 ,对 于 有 限 维 (4 维 ) 向 量 空间 E, 我 们 可 以 在 C*(0, E) 
(0 委 《 委 co) 上 引进 类 做 的 拓扑 ,此 拓扑 使 得 空间 CO, EE) 代 
数 地 和 拓扑 地 同 构 于 Descartes 积 《C0))*，、 这 个 同 构 依赖 于 EE 
上 的 基 的 选择 。 然 而 , C4(9, E) 典 则 同 构 于 C*C0)@E， 
容易 知道 , C*(Q) 上 的 上 述 拓扑 有 可 数 基 .一 个 序列 {f.} 收 
全 于 0, 当 且 仅 当 对 所 有 x, jz| 私人 所 有 cy 如 果 丰 一 00), 在 任 


何 紧 集 上 一 致 地 D", 一 0。 并 且 ,上述 拓 扑 是 可 度量 化 的 ; 当 * 之 
co 时 ,我 们 可 以 把 函数 
二 | 
人 
取 作 为 度量 , 其 中 {K,} 是 一 列 紧 集 ， 天 ,CC 天 (Ka 的 内 点 集 )， 
并 且 UK, 一 8。 当 二 oo 时 ,代替 上 述 函 数 , 我 们 取 函 数 
> 2-» |f — ely 
Tale 
作为 度量 
1.11 定理 对 于 0 所 《所 o，Ct9) 是 一 个 完备 度量 空间 . 
证 明 我 们 只 须 证 明 ， 如 果 {8,} 是 C9) 中 的 一 个 函数 序 
区 ,对 于 所 有 整数 mm 二 太 和 所 有 紧 集 玉 CQC 和 条件 m 所 wm 是 无 意 
义 的 ), 当 pg，,yv 一 00 有 时， 
|g, 一 grlls —» 0, 
则 存在 8 € CQ), 使 得 对 于 所 有 整数 m 二 太 和 所 有 紧 集 天 ,有 
lg, 一 8i — 0. 
然而 ,对 于 任何 c，|c| 所 万 , 存在 一 个 连续 晃 数 gu。 使 得 
D(Cg8,) — ges—0, 当 vy 一 品 时 
《因为 显然 在 每 一 紧 集 上 一 致 地 有 D*(g, 一 gx) 一 0)。 因此 我 们 
只 须 证 明 g 二 go€ CtG) 以 及 Dee = ga。。 为 此 ,只 需 证 明 当 |c| 
< 一 1， Pp = (p,, ee， Bn), 181 一 时 ， 有 gus € CIO) 以 及 
Digo = gatg, 
如 果 a€ 8, x 在 a 的 附近 ,由 Taylor 公式 ,我 们 有 
1.1.12 D"g,(x) 一 Dg,(a) = 2 Dripg(E, (x — a)s, 
其 中 5, 是 线段 [ax*] 上 的 一 点 . 我 们 可 以 选择 一 个 于 序 列 {vp}， 
使 得 
5 > §€ [ay *]. 
如 时 我 们 在 (1.1.12) 中 用 vo 代替 vy, 并 令 2 一 oo: 我 们 就 得 到 
galx) 一 gaa) 一 他 gatal SHY 一 a 


se 和 : 


= Desde oy + ole ol), 


其 中 oljx 一 of) 是 一 个 函数 ， 当 * 一 4。 时 , 它 趋 于 零 的 速度 侠 
于 |x 一 aj。 后 一 等 式 是 从 gs 的 连续 性 得 来 的 。 这 就 蕴涵 着 
ge C(O), 以 及 当 18] 一 工时 我 们 有 Dfg。 一 go+p， 
1.4.13 注 对 于 Ce PE), 同样 的 结果 显然 也 成 立 。 

Tayler 公式 的 另 一 推论 如 下 : 
1.1.14 命题 当 fe C~(Q) 时 ,了 是 解析 的 , 当 且 仅 当 对 于 任何 紧 
集 KCQ8, 存 在 一 个 MM > 0, 使 得 
1.1.15 De | 委 MIeltyiel 对 于 x€K 和 所 有 a 

证 明 若 了 是 解析 的 , 此 不 等 式 从 引 理 1.1.5 和 Cauchy 不 等 
式 1.1.4 即 得 。 反 之 ,如 果 (1.1.15) 成 立 , 并 且 = 属于 ak 的 一 个 
紧 的 凸 邻 域 玉 ， 则 对 二 E [a, *], 我 们 有 


| DF DK — a) | < {Merl 一 


若 jz 一 al < M1 则 Taylor 公式 即 昔 衣 着 
SE DC) — a) 


收敛 于 x). 
1.1.16 注 容易 验证 ;(1.1.15) 等 价 于 下 述 事实 : 存在 一 个 于 "> 
0, 使 得 

[De) 入 Micl)1 对 于 zeK 和 所 有 


§12. 单位 分 解 


EE RN 


gs ae pa VU, 全 得 
(iE 11BiNU 源 愉 ) 是 有 限 的 . 
一 个 族 {EE’)jej 称 为 汉 {Bi}iet 的 如 细 , 如 果 存 在 一 个 映射 


s lO * 


# 了 一 上 
《 称 为 加 细 歧 射 ), 使 得 对 于 所 有 je J E;C Ew 
我 们 将 要 用 到 属于 Dieudonné [1944] 的 下 述 命题 .其 证 明 可 在 

有 头 集合 拓扑 的 标准 教科 书 中 找到 { 例 如, Bourbski[1965,1958])， 
1.2.1 命题 如 果冻 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 它 是 一 系列 紧 
集 的 可 数 的 并 集 , 则 是 仿 紧 的 , 即 ,X 的 任何 开 覆 盖 有 -一 个 局 部 
有 限 的 加 继 , 此 加 细 也 是 x 的 一 个 开 覆 盖 ， 再 者 ,对 于 的 任 汇 局 
部 有 限 开 桥 盖 {Ui})ies, 存在 一 个 XxX 的 (具有 和 相向 指标 集合 的 ) 开 要 
盖 《Vijies, 使 得 VC Ui 
1.2.2 定义 令 Q 是 R" 中 的 一 个 开 集 , {Ui}ie: 是 的 一 个 开 要 
盖 。 一 个 C” 遂 数 族 {pilier 称 为 从 属于 和 覆盖 {Uihiei 的 一 个 单位 
分 解 ,如 果 

| 0 < pi 1; supp(p) EU;; 
集合 族 {supp( gi)} 是 局 部 有 限 的 ,并 且 


> pilx) 一 1， 对 于 任何 x€ 9. 


1.2.3 定理 令 98 是 忍 " 中 的 一 个 开 集 ，{Dijier 是 28 的 一 个 开 覆 
盖 , 则 存在 一 个 从 属于 {Vi} 的 单位 分 解 . 
为 了 证 明 此 定理 ,我们 需 归 两 个 引 理 . 
1.2.4 引 理 存在 一 个 民 " 上 的 CE 需 数 9 适合 全 袜 0， 民 0) > 
0, suppCn) CC{xllzi < 1}. 
证 明 令 0 和 < 过 1, 并 令 * 是 由 
让 全 ee 一 *)) 当 *><< 时 ; 
0 当 > 之 ec 时 
所 定义 的 RI 上 的 C” 函数 。 我 们 可 以 到 
和 (5 二 十 -十 二) 
1.2.5 引 理 令 k 是 R" 中 的 一 个 紧 集 , U 蚌 包含 KK 的 一 个 开 集 ， 
则 存在 一 个 R” 上 的 C” 函 数 gq， 对 于 所 有 x*，qp(x) 之 0; 对 于 
x€ K, p(x) > 0, 并 H supp(p}TU, 
证 明 令 和 是 六 与 及 "一 已 之 闻 的 虐 离 ， 对 于 e 上 K, 令 


» 11 u 


co- 让) 


其 中 了 如 引 理 1.2.4 中 所 述 。 令 

V, = {xé€ R"| q(x) > Qs 
则 aE V,CU， 因 为 有 是 紧 的 ,因而 存在 有 限 个 点 a1,*…, os EK， 
使 得 


KCV, VU- UV,. 

由 
我 们 可 以 取 9 一 2 go- 

1=1 
定理 1.2.3 的 证 明 令 {PV,}ey 是 {Uijies 的 一 个 局 部 有 限 细 分 ， 
它 由 的 相对 紧 开 子 集 所 组 成 《由 命题 1.2.1， 它 是 存在 的 ). 令 
{Wih;ers 是 Q 的 一 个 开 覆 盖 ， 使 得 素 /C Pi (命题 1.2.1)。 由 引 理 
1.2.5, 存 在 一 个 0 上 的 C” 函数 由, 使 得 对 于 x € Wi, $i(x) > 0， 
以 及 supp(giDCFi 0 vi;， 令 

gi 


i 


> pr 


了 了 
[因为 {PV;} 是 局 部 有 了 有限 的 ,因此 27'ejpy' 有 意义 ?, 属 于 C™(8), 计 
且 ， 因为 在 WwW; 上 i> 0 和 U 证 Es: 4， 因此 处 处 Zr eslpi’ > 0.] 
显然 ， 
pg; 守 0，supp(gy))CTVj 以 及 >，9; 一 1， 
itJ 
令 +:] 一 了 是 使 得 V;CUo 的 一 个 映射 . 令 王 己 7 是 集合 1 站). 
邻 qi; 一 3icp9f 其 中 在 空 集 上 求 和 表示 0 。 因为 集合 无 互 不 相 
交 并 且 它 们 的 并 集 材 盖 了, 我 们 即 有 
这 和 > 时 一 1. 


显然 , supp(gi)CU;， 因为 集合 族 {supp《y))} 是 局 部 有 限 的 ,因此 
tsupp(ez)} 也 是 局 部 有 限 的 . 


1) 原文 将 jej 凡 pj 误 为 如 jeyp4. 一 一 详 者 注 


* 之 


1.2.6 推论 令 0 是 民 " 中 的 开 集 ;X 是 8Q 的 一 个 闭 子 集 , U 是 8 
的 包含 X 的 一 个 开 子 集 ， 则 在 在 2 上 的 一 个 5” 通 数 ww， 使 得 当 
xEX 时 xs) 一 1;, 当 xeg@ 一 已 时 ws) 一 0 并且 处 处 0 和 由 
<1L 

证 明 ”出 定理 1.2.3 ,存在 C” 责 数 piy Pi 之 0， 渍 足 supp( 1) 
csupp(pD)CB8 一 .X, 以 及 在 2 上 qi 十 ;二 1， 我 们 可 以 取 
外 一 op, 
1.2.7 引 理 如 果 {Uijie: 是 8 的 一 个 开放 盖 ， 则 存在 C” 函 数 
i, 使 得 suppC$b)CUi, 0 三 ; 夺 1, 并 自在 QO 上 >i$? 王 1. 

证 明 若 {qi} 是 从 属于 {05;} 的 一 个 单位 分 解 ， 则 我 们 可 以 
下 

不 一 — Pi 


(之 3 ) 


jeT 


§1.3， 逆 函 数 定理 , 聊 国 数 定理 和 秩 定理 


令 Q 是 R" 中 的 一 个 开 集 ， 并 令 feE CQ, m), 刚 , f 是 从 8 
到 RR" 中 的 一 个 5 有 陕 射 ， 令 se. 
1.3.1 定义 (2f)(a) 定义 为 从 R* 到 R” 中 的 民 线 性 上 映射; 
(a a vs Vn) = (ws * ,Wm)» 
其 中 


这 个 映射 (4)(o) 称 为 f 在 4 处 的 微分 ， 
对 于 从 C" 的 一 个 开 集 到 C" 中 的 一 个 全 纯 映 射 f, 我 们 用 相 
同 的 方式 定义 微分 (2)(o), 即 
(adf)Ca)(v, ” ”3 za) 《mi， "**, tm 
i 2 hi 


k=] 


ee 13 s 


7) 二 0, 则 一 了 (x)。 并 且 ，x-- 十 >y(x) 是 连续 映射 ,满足 f(x， 
y(x*)) = 0, 

1.3.6 注 此 定理 对 于 全 纯 映射 jf:98, Xx QC*: (这 里 的 记号 是 
明白 的 ) 有 一 个 显然 类 似 物 ;此 时 y(x) 是 全 纯 的 . 

1.3.7 引 理 ”假设 与 记号 如 定理 1.3.5 所 述 . 令 4(x) = (df(x， 
ys) 和 了 (xz) 二 (df)(x,y(x))。 如 果 上 是 e 的 一 个 足够 小 的 邻 
域 , 则 对 于 x*€U, A(x) 是 一 个 同 构 , 并 且 y€ CD wn,), 以 及 
1.3.8 (dy x) = — AX) 10 B(x). 

证 明 由 于 y 是 连续 的 ,因此 x- 十 >4(x) 是 从 球 到 所 有 线性 
映射 RR": 一 > R": (2 X n， 和 矩阵 ) 空间 中 的 一 个 连续 号 射 . 此 外 ， 
4(Ke) 是 一 个 同 构 。 因 而 , 如 果品 是 a 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 则 对 
于 所 有 x EU，A(x) 也 是 一 个 则 构 ， 我 们 假设 也 是 凸 的 ， 令 *， 
r+ EEU, n= yrt+ EE) om yr), NM fr t+ E, yO 十 1) 一 0， 
风 致 由 Taylor 公式 得 到 

0 = (x,y(Cx)) + BO)E + ACr)n + olE| + 11)» 
当 |&| 一 0 时 ; 
此 外 , 当 & 一 0 于 ,nn 一 0, 以 及 f(x, (x)) 二 0。 这 就 给 出 了 
A(x)n = — BE + olfE| + 1»|). 
如 果 天 是 也 的 一 个 紧 子 集 , 则 4tx)"! 在 也 工 是 连续 的 ， 因 而 在 天 
上 是 有 界 的 (在 明显 的 意义 下 ), 所 以 我 们 得 到 
1 = —A(x) ooB(x) .E+ ollE| + 171). 
因而 ,如 果 ]E| 足够 小 , 则 存在 一 个 常数 C > 0, 使 得 


ln < CII 十 去 Il， 


所 以 | 外 委 2C 人 1。 因此 ， 
yt) 一 ?Kxz) 一 一 4(z) 1oB(r) E 十 ofS|)， 
当 | 引 一 0 时 ， 
这 就 意味 着 ?6 CE n;) 和 (1.3.8) 成 立 ， 
1.3.9 推论 ”假设 与 记号 如 定理 1.3.5 中 所 述 . 令 U 是 a 的 一 个 
邻 域 ,使 得 对 于 x EU,(df)(x,》(x)) 是 一 个 同 构 ， 如 果 


s 6 = 


此 外 ,p(y)) 一 p(y) 十 g(ply)) 一 y。 因 为 11W 是 内 射 的 , 因 
四 9 是 了 的 逆 ， 显然 9 是 连续 的 , 因为 p, 是 连续 的 , 这 就 证 明了 
定理 . 稍 后 一 些 我 们 将 看 到 pe CT m)， 
1.3.3 注 对 于 全 纯 映 射 而 言 ,也 有 类 似 的 定理 。 令 8 是 C" 中 的 
一 个 开 集 , f:8 ~> C” 是 一 个 全 统 上 映射、 使 得 对 于 某 个 a& 28, (af) 
(a) 是 一 个 间 构 , 则 存在 < 的 一 个 邻 域 UU 和 joe) 的 一 个 邻 域 V， 
使 得 f|U 是 从 避 到 了 上 的 一 个 同 胚 ， 并 且 , 川 的 逆 瞻 射 是 全 纯 
的 。 此 定理 的 证 明 与 上 面 记 给 出 的 证 明 是 一 样 的 。 如 上 述 一 样 地 
定义 U,V 和 gq,; 和 9,} 一 致 收敛 于 开 的 逆 pg。 因为 每 个 q, 是 
全 纯 的 ,由 定理 1.1.3,P 也 是 全 纯 的 ， 
1.3.4 定义 令 Q, 分别 是 民 ”, 民 的 开 子 集 , 令 了 是 从 Q, x 
0 到 R? 中 的 一 个 人 映射 ， 并 令 (a， 2) EQX QQ 用 g(y) Fe 
a， 7》 定 义 一 个 映射 5:2: 一 R?。 偏 敏 分 (21)(a，58) 定义 为 
从 RR"”: 到 R? 中 的 线性 映射 (4g5)， 类 似 地 定义 偏 微分 (df)(a， 
bj 
1.3.5 定理 令 9，, 8, 分 别 是 RR", RR": 中 的 开 集 , 令 f 是 从 Q,X 
0 到 R": 中 的 一 个 Ce 贞 针 。 假设 对 于 某 个 《ao， 6) WX ,我 
们 有 fa,5) 一 0， 并 且 rank (dj 《a,5) = ?3, 则 存在 (a,5) 的 
一 个 名 域 U0 X U,, 使 得 对 于 任何 x & UV:， 存 在 唯一 的 二 y{x) 
< U; 满足 f(x, ytx)) = 0, 此 外 ,映射 xz 一 > (xz) 是 连续 的 。 

证 明 考虑 由 

FFCzsy) = (rx, fx, 7)) 

定义 的 映射 了 ;9 X 划一 民生 则 《41) Ca,) 的 秩 为 #, 当 上 是 
仅 当 (2F)(a，5) 是 一 个 同 构 。 因 而 ,由 定理 1.32, 存在 Ca,5) 的 
一 个 邻 域 吕 Xx DU, 和 (a,0) 的 一 个 邻 天 到 ,使 得 下 15 X Us 一 玉 
是 一 个 问 胚 ， 令 g: 玉 习 U X 是 115V Xx U0, 的 连续 逆 肌 射 。 存 
在 4 的 一 个 邻 域 U, 使 得 x EU 蕴涵 着 (x,0)€ WW. 对 于 reD， 
令 y(x) 是 p(x,0) 在 U0， 上 的 投影 显然, 如 果 y€ U0 满足 Hx， 


1 ranktdsf){a56) 是 《dij)(as4) 的 续 . 一 一 详 者 注 
9 [3 » 


息 然 ,这 是 一 个 从 CC" 到 CC“ 中 的 蕊 线性 映 般 ， 在 蕊 与 录 的 自然 
等 同 ( 利 用 Cauchy-Riemann 方程 ) 下 ,我 们 可 以 把 这 个 映射 等 同 二 

土 列 所 给 出 的 驴 射 ， 

1.3.2 定理 如 果 f 是 一 个 从 0 到 R" 中 的 CC' 正身 并 且 对 十 

菜 个 点 ee 8， (df)(o) 是 从 RR" 到 其 自身 上 的 一 个 辣 构 , 则 在 在 a 

的 一 个 邻 域 吕 和 藉 a) 的 一 个 邻 域 VV， 使 得 0 是 到 了 上 的 一 个 

同 及 .。 

证 明 不 失 一 般 性 、 我 们 可 以 假设 a = 0, f(a) 一 90, 因为 
(df)(a) 一 4 是 从 肪 "到 慌 " 上 的 一 个 同 构 , 因此 我 们 可 以 用 4 
代 圭 1, 因而 可 假设 (af)(a) 是 单位 短 阵 , 令 

gz) 一 大 xz) 一 xz 
它 定 义 在 9 上 。 显然 (dg)(a) 一 0, 这 蕴涵 着 存在 0 的 一 个 令 域 
W 二 (x1|xi| 二 rr), 玉 C9, 使 得 x,y€ WW 绚 活 着 


glx) — g(y)| <l* 一 J 
因而 , 若 xyt 王 ; 我 们 即 有 
f(x) 一 6)| 之 地 {+ 一 州 ， 


因此 在 WwW 上 是 内 射 的 , 令 V 一 和 zjlal< 二 +r] VU=wWANFAY)， 


定义 pu: 六 二 W 为 goly) 二 0, 再 归纳 地 定义 
psy) = 7 — gply)), 
用 归纳 法 容易 验证 
pr(V ICW, v0, 
并 且 ， 
19z(7) 一 Py)) = [EC ) ~ gpy2 7) Er 
(1 之 2)， 
当 v=1 时 此 式 也 成 立 .因而 fo] 一致 收 伍 于 一 个 了 映射 :7 一 只"。 
因为 pa(V)CwW, 因此 我 们 有 pC(V)CW 和 
ef) 一 一 区 CopCy))， 
因为 在 VV 上 ?1 <*72， 并 且 jgGe(D) 所 112, 即 得 pCV)CwW; 
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jfé CA, Xx ,1), 帮 之 1 ， 
则 我 们 有 
>》E CE(Q, 23). 

证 明 ” 当 上 二 = 1 时 , 这 就 是 引 理 1.3.1。 对 于 多 之 1, 我 们 用 

归纳 法 来 证 明 。 如 果 
f€ CQ, X 0,, 2) 
和 
?EC 1), + Kk, 
则 由 定义 ，x 一 ->4(x)，Bkx*) 是 从 如 到 相应 的 有 限 维 向 量 空间 中 
的 C" 映射 。 击 此 时 (1.3.8) 即 荔 洱 着》€ CC(U, 1)， 
1.3.10 注 用 推论 1.3.9 的 记号 ,如 果 是 实 解析 的 , 则 > 也 是 实 
解析 的 。 这 是 引 理 1.1.5 和 注 1,3.6 的 直接 推论 ， 
1.3.11 注 在 定理 1.3.2 的 假设 和 记号 下 ,如 果 fE Ct8, wn) (或 
者 , 实 解析 的 ), 则 (fID) 也 属于 C* (或 者 , 实 解析 的 )。 这 从 推 
论 1.3.9 和 应 用 于 由 g(x,7) 二 x 一 fty) 定义 的 映射 8:R”x 4 
一 RR? 的 注 1.3.10 立即 可 得 。 
1.3.12 注 定理 1.32 以 及 省 1.3.11 是 熟知 的 逆 疼 数 定理 ， 定 埋 
1.3.13 定义 ”Rs* 中 的 一 个 立方 体 是 一 个 形 如 {x| [x; 一 aj| 过 rj} 
的 集 人 台 。C” 中 的 多 贺 柱 是 一 个 形 如 【zi1zi 一 oil 二 +;} 的 集合 . 
1.3.14 ” 秩 定 理 令 8 必 R" 中 的 一 个 开 集 , f€ C*(8, mm)( 克 守 1)， 
即 , 1;:9 > R” 是 一 个 C* 上 映射， 假设 (a) (x) 的 秩 是 一 个 不 依赖 
于 x0 的 整数 +r, 则 存在 4 的 一 个 开 邻 域 U,& 二 fa) 的 一 个 开 
邻 域 也 ,分别 在 R*, R" 中 的 立方 体 8, 0', 以 及 C* 微分 同 肛 : 
0 一 U 有 和 w':V 一 0', 使 得 = 二 wofon 有 下 述 形式 : 
pris Yas Se Tn) = 《xiyxay i ,0). 

再 者 ,如 果 f 是 解析 的 , 则 可 选取 w, w ,使 得 它们 以 及 它们 的 逆 都 
为 解析 的 . 

证 明 ”通过 R", R* 的 仿 射 自问 构 , 我 们 不 妨 假 设 a 二 0, 5 二 
0, 以 及 (dfX(0) 是 线性 映射 

ss T7 。 


(v1, V5) (os “+ ys 0, ,0). 
考虑 由 

w(x) = (hr), fF), rrrs "> ra) 
所 定义 的 映射 w:8 -> 民 ", 自然 ,其 中 

f(x) 一 太太 (zj 
此 时 , (4w)(0) 是 单位 矩阵 ,因而 ,由 逆 函 数 定理 ( 注 1.3.12), 存 在 
0 的 一 个 邻 咸 世 和 一 个 立方 体 8, 使 得 四 | 了 1 一 台 是 一 个 上 微分 
同 胚 ， 令 二 (w|U)'。 显然 有 

fouly) = (F197 yr Prt Cy), Pm)), 
其 中 pjE CO), 记 几 二 fou, 那么 ,对 于 ye 9, 我们 有 
rank(adp)(y) 一 了 

因而 


Dp, 0， 当 ) > 时 。 
Oy 


这 样 ,gj 与 J *… ,Ys 无关 。 现 在 令 9 = 07 X 0””', 其 中 9"， 
2” 分 别 是 及 , 民 一 中 的 立方 体 ， 仿 
sO X R"-’ > Dr x R"-r 
是 由 
I 
一 《7 sss — PriiCyss ss)s***s 
yo pa )) 
所 定义 的 映射 。 显然 , v 是 一 个 信 微分 同 胚 。 令 0' 是 R" 中 的 
一 个 立方 体 ,使 得 
vo OTCOTO x 民 ” 
并 令 V 二 v1(0')。 如 果 我 们 令 w 二 v19', 则 我 们 有 
u'ofou{xis :sxXa) = op rs sn) 
= (x sr 0 0). 
注意 , 当 了 是 解析 的 时 候 ， 找 们 可 以 用 实 解析 映射 代 圭 C* 映射 ， 
1.3.15 注 显然 ,对 于 全 纯 鼎 射 岂 有 类 似 的 秩 定理 我们 不 去 明 
确 地 叙述 这 个 定理 了 ， 因 为 其 叙述 和 证 明 本 质 上 与 定型 1.3.14 是 
相同 的 。 


a 18 « 


$ 1.4、 Sard 定理 和 函数 相关 性 


.14.1 引 理 令 8 是 R" 中 的 一 个 开 集 ，f:8 一 R” 是 一 个 映射 ， 
它 在 8 的 任意 紧 子 集 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 , 对 于 任何 一 个 紧 
党 KCo, 存在 一 个 常数 M > 0, 使 得当 *,。?》E 天 时 ，|Hz) 一 
fy)1 委 Milzr 一 ?| 那么 ,对 于 任何 零 测 集 5C8, 5) 的 测度 为 
0 。 

证 明 从 堆 测 集 的 定义 立即 得 到 
1.4.2 引 理 若 8 是 R" 中 的 一 个 开 集 , f€ CQ8,w), 则 了 把 零 测 
集 映 为 零 油 集 , 
1.4.3 引 理 ”如果 mw, 是 整数 ，m >>#， 并 且 如 果 0 是 R" 中 的 
一 个 开 集 ,天 如 一 R* 是 一 个 C' 映射 , 那么 了 (8) 在 R” 中 的 测度 
为 0， 

证 明 如 有 末 我 们 用 

gxis xm) 一 的 zay °°» ra) 

定义 g:0 Xx R"" 一 R", 则 由 引 理 1.4.2, gefA(08) = g(8 x 0) 在 
R" 中 有 零 测 度 ， 
1.4.4 定义 令 吕 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,1:9 一 R" 是 一 个 上 映 
射 。 一 个 点 a€ 日 称 为 了 的 临界 点 ,如 果 rank(4d1)(a) < 如， 
1.4.5 注 (a) 如 果 加 之 #, 则 8 的 每 一 点 都 是 临界 点 ，(b) 了 的 
临界 点 的 全 体 在 8 中 是 闭 的 . 

本 节 的 主题 是 证 明 下 述 定 理 . 
1.4.6 ”Sard 定理 ”如 果 0 是 R* 中 的 一 个 开 集 ,1:8 一 R" 是 一 个 
C” 映射, 并且 如 果 4 是 的 临界 点 集合 ， 则 包 4) 在 RR” 中 有 零 
测度 ， 

事实 上 ,如果 我 们 只 假设 了 6 CC8，, 如 )， 这 里 + 一 max(n 一 扩 
十 1,1), 这 个 定理 仍然 成 立 。 然 而 , 这 个 较 强 形式 的 定理 的 证 朋 
需要 更 精细 的 分 析 : 倪 如 ， 可 参阅 Sard[1942] 和 Morse[1939]3 
也 可 参阅 Malgrange [1966]， Whitney [1936] 证 明了 可 微 性 要 求 
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max(z# 一 六 十 11) 是 最 好 的 可 能 ; 他 给 出 了 一 个 从 只 " 河 是 "Co 
xz 的 C" "映射 的 例子 , 此 映射 的 蛤 界 点 集合 的 像 包 含 一 个 非 空 
开 集 . 

在 着 手 证 明定 理 1.4.6 之 前 ,我 们 先 在 较 开 的 可 微 性 假设 下 证 
明知 一 关 时 的 Sard 定 理 . 

1.4.7 命题 令 8 是 只 中 的 一 个 开 集 ,f: 8 一 R" 是 一 个 C 映 
射 。 如 时 A4 是 f 的 临界 后 集合 , 旭 天 4) 在 只 " 中 有 零 测 度 ， 

证 明 令 a€ 4. 由 假设 ，rank(df)《a) < a; 因而 大 4) 十 
Caf)CaXR") 是 R" 的 一 个 维 数 < 的 仿 射 子 空间 Y,。 令 wi，*……*， 
ua 是 中 心 在 fa) 处 的 屁 " 的 一 个 正 交 基 ,使 得 F。 在 由 Hiy* ~" sn 
张 成 的 空间 中 。 令 Q 蚌 包含 在 侣 中 的 一 个 闭 立 方 体 ; 我 们 只 须 证 
明 f 人 ON 4) 有 零 测度 。 此刻 ,如 果 x，yY&€ 0，, 则 我 们 有 

fx) — 1(y) = (4d) 9) (x — 9) + rx,y), 
其 中 , 当 jz 一 圳 一 0 时 ,在 2 X 0 上 一 致 地 有 
rCx,y) = olllx — ?DD; 
因而 ,存在 一 个 函数 2: 民 + -> RR1, 当 1 一 0 时 4(z) 一 0, 使 得 
| Cz, 3 Se 20x ~— yx — yl. 

如 果 8 > 0 充分 地 小 ,并 且 * 在 一 个 边 长 为 8 的 立方 体 0。 中, 0。 
包含 ee 4, 则 (x) 位 于 两 个 超 平面 

tr =— 2af6)g 和 xz 一 一 21(878 
之 间 的 区 域 中 ， 再 者 ,由 Taylor 公式 , f(x) 位 于 边 长 为 Msy 中 心 
为 全 o) 的 一 个 立方 体 中 (其 边 平行 于 关于 wi 的 坐标 轴 ) ,对 是 一 个 
不 依赖 于 a, zx 和 坐标 系 lui} 的 选择 的 常数 。 边 长 为 Ms 的 这 个 
立方 体 与 在 超 平面 ws 一 土 24(8)s 之 间 的 那个 区 域 的 交集 的 体积 
4M"e"4(s). 因为 正 交 坐 标 变 换 保 持 是" 中 的 测度 不 变 , 我 们 就 
知道 1(0;) 的 测度 委 4M"e"4(s)。 令 1 是 8 的 一 边 的 长 度 。 把 
分 成 边 长 为 E 的 Cs)" 个 立方 体 0i, i 一 1,……,(i1/8)". 我 们 
已 经 知道 , 若 9; 门 4 关 及 则 ? 

1) meas 是 英文 measure 【测度 ?的 形 写 ， 一 一 译音 注 


- CU * 


mensf O;) 4M "eat e), 
因而 
meas HANO)E D>) meas HANOND SE IP4M"NE). 
i.AND 


由 于 当 s 一 0 时 2(e) 一 0, 所 以 meas (4 站 80) 二 0. 

为 了 证 明定 理 1.4.6, 我 们 需要 一 个 预备 命题 . 
1.4.8 命题 若 1f:9 一 R' 是 一 个 C” 函数，4 是 了 的 临界 点 党 
合 , 则 也 4) 有 和 零 测 度 ， 

证 明 定义 

4 一 {tocgIDHa) 一 0， 对 于 所 有 ac:0 到 lc] 所 好， 
显然 ,4k+C4x， 并 且 我 们 有 
1.4.9 4 一 4 一 (4 一 4)UC4d 一 人 
Ul(Ans 一 4a)U4w。 
此 刻 如 果 ee A4,, 并 且 8 是 中 的 任意 一 个 闭 立方 体 ,使 得 a € 8， 
则 我 们 有 
fx) — Ko)| MI oal"t, 

以 致 边 长 为 8 的 包含 a 的 立方 体 的 像 在 R' 中 的 测度 和 Ms"t(M 
>0 是 一 个 固定 的 常数 ). 因 而 ,通过 把 @ 分 成 (1/e7 个 边 长 为 E 的 
立方 体 , 如 在 命题 1.4.7 的 证 明 中 一 样 , 我 们 就 知道 f(4;) 的 测度 
UMe, 然而 8 是 任意 的 ,因此 拓 4，,) 的 测度 为 0 。 如果 = 1， 
则 4 二 41 一 4,， 因 而 在 这 个 情形 命题 1.4.8 就 被 证 明了 ， 用 归 
纳 法 , 现在 我 们 假设 :车 0' 是 R*! 中 的 一 个 开 集 ，& 是 从 2 到 
R! 中 的 一 个 C" 映射, 并 且 ,车 44 是 8 的 临界 点 的 集合 , 则 g( 4s) 
有 零 测度 . 

加 到 关于 映射 f:8 -> R! 的 分 解 (1.4.9), 我 们 只 须 证明 , 对 于 
1 所 克之 n， 开 A4 一 44-1) 有 零 测 度 。 为 此 ， 如 果 我 们 令 Bi = 
A 一 Rts 则 只 需 证 明 任 何 Qt Br 在 RR" 中 有 一 个 邻 域 U, 使 得 
1(UN B81) 有 零 测 度 ， 


1) 原文 将 a EQ 误 为 as€ 0, 一 一 译 者 注 
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由 于 {a ¢ Aktrs 所 以 存在 一 个 多 重 指标 
& — (&, ys la| 一 尺 寺 1， 
使 得 
DH(a) 0, 
如 果 i 闭 0, 则 令 
8 一 上 一 《0， 0) 
其 中 ， 右 端的 第 二 项 中 第 i 个 位 置 是 1 ， 其 余 都 为 0 ， 并 令 天 一 
D5f, 则 (dh)(a) 在 4 处 有 最 大 的 秩 , 即 为 1 .因而 ,由 秩 定理 1.3.14， 
存在 4 的 一 个 邻 域 了, R" 中 的 一 个 立方 体 台 和 一 个 5C” 微分 同 且 
ww:U -> 如 ,使 得 
ul{xr|hCx) 一 0 一 区 zt ,ra) €E OF = 0}=H,. 
由 假设 ,uCB4)CH; 我 们 令 
0 一 {Cx2,° a » Xn) E 开 " (05xa，， TL 5zz E HN, 
令 g 是 8 上 的 一 个 C” 陆 数 , 它 由 
ECX2>° - ,xn) < 下 (03xa -Xn) 

所 定义 ,其 中 下 二 jon"!'。 如 果 S 一 zxBkmnDD), 则 显然 有 F(5)CC 
g( 4), 其 中 /Ag 是 & 的 临界 点 集合 。 由 归纳 假设 ,，g(45) 有 零 测 
度 , 因 而 F(S) 一 人 UN B84) 也 有 零 测 度 . 
1.4.10 推论 如 果 f:9 一 RR" 是 一 个 C” 映射 , B 一 {x1(a1)(x) 
一 0}， 则 忒 了 3) 在 RR" 中 有 零 测度 ， 

证 明 若 (fi» Tn fm)> 则 BCB, = {x| (af) (%) = 0}3 
因而 

(BI)CH(B) x R™™. 

由 命题 1.4.8, fi(B1) 在 尺 中 有 零 浏 度 , 因 而 有 (B,) X R"'! 在 RR" 
中 有 和 零 测 度 ， 

最 反 , 我 们 还 需要 一 个 结果 ,此 结果 是 关于 把 重 积分 表 为 迭 积 
分 的 Fubini 定理 的 一 个 直接 推论 ， 
1.4.11 引 理 令 是 民 一 民 X R70 < 之 + < 之) 中 的 一 个 可 
测 集 。 我 们 用 (x，Y)，+ ER'"，y € RR?'， 表 示 民 ?* 中 的 点 。 对 于 
c€ER', 令 
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S 一 人 ER (cy y) € 5S}, 

则 8 在 六 * 中 有 零 测 度 ， 当 且 仅 当 对 内 平 所 有 的 ceE 慌 0，3. 在 
并 * 一 中 有 零 测度 ， 

我 们 只 需 把 Fubini 定理 应 用 于 3 的 特征 退 数 即 可 [ 按 定义 ， 
S 的 特征 表 数 在 S 上 等 于 1 ,在 3 外 等 于 9]. 
定理 1.4.6 的 证 明 令 

Ei = {x€ Qlrank(af) (lx) = £}， 
其 中 f:9 一 R” 是 定理 1.4.6 中 所 给 出 的 C” 上 映射， 当 m 盖 二 时 ， 
此 定理 是 引 理 1.4.3 的 直接 推论 。 内 而 我 们 不 妨 侦 设 # 实 mw 此 
时 我 们 有 
A= 人】 FE. 
0 ER 
我 们 必须 证 明 , 任 意 a& E4 在 秀 中 有 一 个 邻 域 口 ,使 得 1(UN Ei) 
有 零 测 度 ， 我 们 知道 ,对 于 每 个 &， 集 合 
{rE QIranktaf)(lxr) SR} = a FE, 


是 闭 的 ;因而 E4 是 局 部 闭 和 的 , 即 , 对 于 任意 a € BE4 和 a 在 RR" 中 所 
有 足够 小 的 邻 域 V， Zn Ex 在 上 中 是 财 的 , 因而 UN Ex 是 可 列 个 
紧 集 的 并 集 ， 由 于 紧 集 在 地 下 的 像 是 紧 的 ， 因 而 是 可 测 的 ， 所 区 
54 一 UN EO 在 R” 中 是 可 测 的 . 
当 一 0 时 ,由 推 沦 1.4.10, $4 = % 有 零 测 度 . 令 0 过 二 过 mn 

和 ae Bt。 若 一 (六 ， fm), 则 经 过 庄户 的 一 个 置换 , 我们 可 
以 假设 

rank(du){a) 一 帮 ， 
其 中 # 一 (fi ae fa). 存在 8 上 的 C” 图 数 xxktl， "sy Hs 《事实 
上 ,可取 为 R* 上 的 线性 多数 ) ;使 得 

rank(dw)(a) = ns 
其 中 


1》 硕 文 将 cE 中 误 为 ec€ Rr? ， 一 一 译 者 注 
ss 了 了 e 


起 送 * (fis ss fs #13 “+ te), 
让 逆 函 数 定理 1.3.11，、 存 在 4 的 任意 小 的 邻 域 U 和 w(a) 的 任意 
小 的 邻 域 了, 使 得 w:U 一 六 是 一 个 C” 微 分 同 肽 ， 映 里 
F = /ou !:V — R” 
有 下 述 形 式 : 
F(t ze) = (Ws Hrs Frr(w)s**, Fm)); 
如 时 
Er 一 {uw€ Vj(aF)(n) 的 秩 等 于 《}， 
则 
St = (UNE) = FOER). 
对 于 c &€ Rt, 我 们 用 
F.(y) = (Fir(e yy) -FnCc,y)) 
定义 映射 
F.:V.— R"™, 
其 中 VV. 一 ER"rt(c,y) EV1}。 显然 ， 
(e379) € Et<> (dF.)(y) = 0. 
因而 ,由 推论 1.4.10, 若 
Ew 一 {y €V.|(c,7) € Er}, 

则 Fe( ER.c) 在 各”* 中 的 测度 为 0。 再 者 ， 

Ste — {YE R* tlesy) ES = FOERD} = FAEL.). 
因而 ， 由 于 54 是 可 测 的 , 则 由 引 理 1.4.11, $4 在 RR” 中 有 等 测度， 
正如 我 们 已 经 说 明 的 那样 ,至 此 就 完成 了 定理 1.4.6 的 征明 ， 

这 个 定理 的 一 般 形 式 ,由 Marston Morse, A. P. Morse 和 Sar 
所 得 到 , 

现在 我 们 来 给 出 Sard 定理 的 一 个 应 用 , 
1.4.12 应 用 令 玉 ,…, fmE Cm"(Q)， 和 } 称 为 在 0 的 一 个 子 集 
S 上 函数 相关 的 ,如果 存 在 一 个 开 停 

OFSY, {f= (fs ,fm): 0 > R”} 

和 0 上 的 一 个 C” 限 数 g ,使 得 g (0) 在 0 中 是 无 处 移 密 的 , 并 
县 对 于 x€5, g《f(x)) 二 0、 如 果 可 以 选 到 实 解析 的 g， 则 {#7 称 
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有 


为 解析 相关 的 。 相 应 的 定义 也 适用 于 全 纯 函 数 ， 
1.4.13 引 理 如 果 X 是 办 ”中 的 尾 一 闭 集 ， 则 存在 一 个 通 数 
PEC"(R"), 使 得 X= {x € R"|p(x) = 0}. 
证 明 ”存在 R"' 中 的 开 集 Us, P 守 1, 使 得 X= 门 pwsUs. 
令 {Kwm} 是 R" 中 的 一 紧 子 集 序列 ,使 得 
U Kn 一 R", Kn CRans. 


m™ 二 1 


由 推论 1.2.6; 存在 ps€ C~(R"), 使 得 0 志 ps 所 1， 以 及 在 X 上 
pp = 0, 在 RR" 一 Us, 上 py 一 1, 
令 
co = lool = Dsup 1D“pe(e)|。 
lal<p tt! rerKp 

选取 sp >> 0, 使 得 | 

3 Epcip < oo 。 
令 

dim > EpPp 

p=1 


则 对 和 尾 一 紧 集 KCR?, 我 们 有 六 CK,( 对 于 某 个 +), 因此 如 果 给 
定之 0, 并 且 芭 之 m 之 r+,p, 则 


em — bl < 2 salpalls < > eollpallss 一 0， 
EET #8 


当 m 一 00 时 ， 

因而 {gm} 是 C~CR") 中 的 Cauchy 序列 ,其 极限 9 显然 有 所 要 求 
1.4.14 定理 若 = (fi 0 fm):u > RR* 是 一 个 C* 映 射 ， 出 
{fi} 在 8 的 每 个 紫 子 集 上 是 哨 数 相关 的 ， 当 上 且 仅 当 对 于 所 有 的 
r EQ, rank(af}(x) < mm. 

证 明 假设 对 于 某 个 a € 2, rank(df (a) = mm, 则 对 于 所 有 充 
分 接近 < 的 xy rank(df) (x) 二 加, 因而 ,由 秩 定 理 , 存在 一 个 “的 
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核对 紧邻 域 品 , 使 得 KU) 是 R” 中 的 一 个 开 集 ， 因 此 从 DD) 不 是 
无 处 稠密 的 。 显然 , {fj} 在 上 不 是 函数 相关 的 ， 
反之 ,如 果 对 于 所 有 xeg, rank(df)(z) 一 mw, 则 由 Sard 定理 
1.4.6, 所 2) 在 R" 中 有 零 测 度 。 如 果 天 CQ 是 紧 的 , 则 大 关 ) 是 一 
个 和 雪 测 度 的 紧 集 ,因而 是 无 处 稠密 的 ， 由 引 理 1.4.13, 存 在 8EC” 
(R”), 使 得 8-(0) 一 fCK)， 显 然 , 对 于 x EK, gof(x) 一 0， 

关于 解析 相关 性 ,有 一 个 稍微 弱 一 些 的 命题 . 

1.4.15 定理 Sy a (fs “ss fm}:0— R” 是 一 个 解析 映射 ， 则 
对 于 任意 xe 9，rank(a 门 (*) < m， 当 且 仅 当下 述 事 实 成 立 ， 存 
在 一 个 无 处 稠密 的 财 集 $C9, 它 具 有 下 述 性 质 : 任意 a€8 一 5 
都 有 一 个 令 域 UCQ, 使 得 {fj1U} 是 解析 相关 的 、 

注意 , 由 解析 开拓 原理 ,如 果 是 连通 的 , 则 对 于 所 有 *€ 28， 
rank (df)(x) 之 m， 当 且 仅 涩 对 于 届 的 某 个 非 空 开 子 集中 的 所 有 
xy rankCaf jx) < mm, 

证 明 我 们 不 妨 假 设 避 是 连 弟 的 。 如 果 存 在 具有 上 面 所 述 的 
那些 性 质 的 一 个 集合 5, 则 对 于 x* E98 一 S$, 显然 有 rank(4f)(x) < 
9 《定理 1.4.14), 因 而 在 8 上 也 有 rank(af)(x) 过 m, 因为 集合 

{r+|rank(af) (x) = mm} 
是 开 的 . 
反之 , 令 
b= max rank(Caf }(x) < 1m; 


选取 < 8, 使 得 

rank(adf 7(5) = 2. 
这 北 涵 车 存在 指标 li op RR fm) 1 < ， 
使 得 包 &6) 关 0, 其 中 


CY- et (a CD) 


襄 大 y 


令 S 二 {rE9[4{x) 一 0)， 因 为 上 在 吕 中 是 解析 的 ,并 且 关 0; 所 
以 S 不 会 包括 任何 升 集 , 因 而 是 无 处 稳 密 的 ， 
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rank(adf)(x) ~ Pp, x€0— 5, 
由 秩 定 理 1.3.15, 存在 4 的 一 个 邻 域 口 , f(a) 的 一 个 邻 域 V?, 分 
别 在 RR",R” 中 的 立方 休 0,0', 以 及 解析 辐 构 xw:O 一 U0,w: 
一 0D', 使 得 wofox 是 映射 (ri ta) 一 (zy rp 0 '…， 
0)。 如果 xz 二 《wis sw%)> 并 且 我 们 令 g 二 4%, 则 我 们 有 

gof 一 0 在 UU 上， 

1.4.16 例 令 (z) 是 复 变 量 的 一 个 整 函 数 , 它 不 是 一 个 多 项 
式 , 并 且 在 实 辑 上 是 实 的 (例如 ,oks) 一 exp (2))， 考虑 由 

1(x1, £2) 一 (x tra rp x2)) 
给 出 的 上 陕 射 f: 展 一 > 配 ， 可 以 证 明 , 不 存在 0 &€ 良 的 一 个 邻 域 中 
的 解析 函数 g 天 0，, 使 得 在 0 € 展 的 一 个 名 域 中 gof 一 0。 这 说 
有 明了 在 定理 1.4.15 中 集合 5 的 出 现 是 必要 的 ， 
1.4.17 注 经 过 明显 的 改动 后 ,定理 1.4.15 和 例 1.4.16 也 适用 于 
全 纯 函 数 ， 


§1.5。 关于 Taylor 级 数 的 Borel 定理 


令 0 是 Rr" 中 的 一 个 开 集 ， 使 得 0 € 0, 并 令 feE C"(Q0)， 我 
们 用 T(f) 表示 形式 窒 级 数 


T() = Di (D0); 
若 > 0 是 一 个 整数 ,我 们 令 
TCD = DIO); 


rim 
自然 , T”f) 是 一 个 多 项 式 . 
1.5.1 定义 令 X 是 8 的 一 个 闭 子 集 ， 我 们 说 fE C*(8) 在 X 上 
是 wm- 平坦 的 (tm 委 旭 ), 如 果 对 于 所 有 *《€ XX 和 所 有 满足 al 所 
的 cc， D(x) 二 0。 如 果 fE C™(8), 是 对 于 所 有 x*€X 和 所 有 &， 


1) a 是 轴 一 $ 中 的 任 草 一点。 一 一 详 者 注 
q 27 * 


Pr"xJ 一 0, 我 们 就 说 了 在 XX 上 是 平坦 的 ， 
1.5.2 引 理 令 fe C~CR") 在 0 处 是 吉 - 平 提 的 ， 那么 ， 给 
8 > 0, 存在 g€ C~(R*), 它 在 0 的 一 个 邻 域 中 为 0 ,并 使 得 
lg — Hl < 8. 
证 明 出 推论 1.2.6, 存在 一 个 困 数 %€ C”(R"), 使 得 对 于 所 
有 zx， az) 之 0, 当 |x| 所 地 时 9x) 一 9， 当 jz| 关 1 时 39 
一 1. 对 于 6 > 40， 定 你 
区 
gs*) 一 3 (SE )fCe). 
显然 , gs € C™(R"), 并 且 在 0 附近 等 于 0 ;因而 只 需 证 其 
sup, |(D’gs)(*) 一 Dec 一 0 8 0, 
若 |al 所 芭 。 
我 们 有 
gotx) 一 J(x) 知 |x| 守 56; 
因而 
sup, ID’go Cx) 一 站 Tc = sup Dos) 一 De) ， 

因为 了 在 0 处 是 m- 平 坦 的 ;到 Def(0) = 0, jel 委 m 因 此 

sup | DG) ->0 当 6 一 0 了 时 ,车 icl 近 mn。 
我 们 有 ? 

一 可 一 1? Y, 党 必 
Pre(O 一 5) (5 5-P(CDo) (EYPD. 


上 只 二 出 二 由 


因为 当 |*| 实 1 时 ;Cx) 一 1, 所 以 
supsl Dat)| 一 M, < %. 


因而 
1Degs(z)| EM 2 6DYC)|, 


下 于 耳 吧 区 


MM = max(® )M,. 


1) 这 咒 是 求 微 商 的 Leibniz 公式 , 一 一 译 者 注 
+ 2 + 


然 Doej 在 0 处 是 (1m 一 |41)- 平 坦 的 ,以 致 
sup |D*f(2)| = 05" 5) 当 8 一 0 时 ; 

因而 人 

sp 1DrgeCD1 = o( 于 oo 一 o(D 若 lel 生 mm 

天 | 去 B 


这 就 让 明了 5[ 理 ， 

1.5.3 注 实际 上 在 引 理 1.5.2 中 只 需 假 设 jE C”R"),， 在 0 处 

zz- 平 册 的 别 可 ， 特 别 , 引 理 1.5.2 中 的 函数 8 在 0 处 是 平坦 的 。 

1.5.4 Borel 定理 ”对 十 每 个 # 重 非 负 整数 组 w 一 《四 ，' … can)， 

给 定 一 个 实 常数 c。。 则 存在 一 个 半数 je C~(R"), 使 得 
D0) = eo. 


换言之 ， 由 -4+>7 了 (f) 所 给 出 的 从 C"(R") 到 ”个 变量 的 形式 客 
级 数 环 的 肽 射 是 也 上 的. 
证 明 令 
Tn(x) = >》) pa A 


Ials<rm 


显然 ,Tm4i 一 了 wm 芷 0 处 是 刀 - 平 坦 的 , 因而 ， 由 引 理 1.5.2, 存在 
一 个 在 0 的 一 个 邻 域 中 为 0 的 函数 gw& C~(R*), 使 得 

Rs rim — gmll® 2 7, 
显然 ,六 数 


f= Tt > (Ta 一 Tu 一 go)EC=(R)， 


雷 者 ,对 于 任何 玉 > 0， 初 式 CS 1 Es 一 gm) 在 0 处 是 - 
平坦 的 .因而 


中 一 1 
Tf) = Tt (To + Dy (To — Ta — 8%) ) 一 Tx. 证 毕 . 


#4 一 和 
Borel 的 这 个 定理 是 Whitney [1934] 关 寸 闭 集 上 的 可 微 函数 
的 一 些 重要 定理 的 一 个 极 特殊 的 情形 ， 我 们 将 在 下 晤 不 加 证 明 地 
叙述 在 这 个 方 自虐 Whiteney 的 主要 定理 之 一 ,在 Malgrange[1966] 
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的 书 中 给 刚 了 它 的 一 个 漂亮 的 证 明 ,此 证 明基 于 由 Giaeser119581 
所 引入 的 简化 ， 

1.5.5 ” Whitney 的 开拓 定理 第 1 部 分 令 太 是 一 个 >0 的 整数 ， 
2 是 R* 中 的 一 个 开 集 ,X 是 8 的 一 个 闭 子 集 . 假设 对 于 每 一 个 ” 
重 韭 负 整 数组 & 二 (ger), la| 所 ,给 出 一 个 X 上 的 连续 
阴 数 jf。 则 存在 je CX《9), 使 得 站 和 一 了 cl 二 《》 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 于 和 任何 wx le| <*, 当 |* 一 7 一 0 时 在 X 的 任何 
紧 子 集 上 一 致 地 有 


fo(x) 一 fore > yy 十 ol | i | 
8 rap! 


1.5.6 Whitney 航 证 把 定理 第 2 部 分 对 于 每 个 a, 给 定 X 上 的 
一 个 连续 函数 f。. 则 存 华 一 个 水 数 f€ C*(9), 使 得 对 所 有 ws 
Def|X 二, 当 且 仅 当 对 寿 一 整数 wm > 0 和 任 一 紫 集 KCX， 当 
x,JEK, Ir 一 y| ~ 一 0 时 一 致 邮 有 


flr) = 7 + ols — yl"). 


Bore) 定理 是 定理 1.5.6 当 久 化 为 单个 的 点 0 时 的 特殊 情形 。 


§1.6. Whitney 通 近 定理 


我 们 从 一 个 引 理 开始 ， 
1.6.1 引 理 令 j€ CHCR"), 0 所 < 之 0. 对 于 4 之 0, 令 
Tf) 0x) = g(x) 


= oa) fexp{—2[(e 一 ?二 
we ay 
= 2 | fp{—lz — PYay, 
其 中 = x- 六 , 因而 
< 1 eeoC 一 人 zzz = 1. 
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则 我 们 有 
jg 一 二 一 0 当 1 一 co 对 ， 
注意 ， 81€ CC“(R"). 
证 明 ”我 们 有 
8 = ea" | 1 — Pp(—A lay, 
Drg(%) 一 cA” | ,CD — 3)exp(—4ly | ay 


> za [PD ep —Als 一 y 几 7)ay。 


这 就 给 出 
Drgilr) — Df(x) 


= ct | {D109) 一 DG)jexp( 一 省 一 站 72， 


因为 fs CHCR"), 因此 对 给 定 的 8 > 0, 存在 8 > 0, 使 得 
ID’/Cy) 一 DiCx)| < ef2 对 于 上 一 圳 和 8 和 |al 筷 克 , 
再 者 ,存在 M 之 0, 使 得 
iD*fty)| < M 对 于 所 有 9,la| 委 大 


因而 
[DrgCx) 一 De (Cx) | 
本 Le 人 i {Dy) 
— Drf (Yexp(—2llz 一 ?er | 
< sca | ,erp(—2lz — ydy 
2 J 下 
+ 2Meab exp( 一 Hi 一 下 ?ay。 
但 是 
ce 各 | expC—2lz — yay 一 1 
并 且 


* 3I1 * 


er) ep( hs — Hay 
ry las 


i | ,emp( 一 去 jx 一 省 dy 
JR 了 


这 就 给 出 
1pegi(z) 一 DC)1 < Mannep( 一 主 187). 


因为 对 于 国定 的 8 > 0， 我 们 可 以 选取 充分 大 区 J 使 得 上 式 右 端 


的 项 之 s, 我 们 就 得 天 了 
sup| Dgi(x) — D*f(x)| 一 0 当 1 一 co 时 ， 


YE RT 
这 就 证 明了 3 引 理 . 
1.6.2 ”Weierstrass 吐 近 定理 令 0 是 毗 ?” 中 的 一 个 开 集 。 任 给 
JE CUONO < 用 < co Ee.> 0 和 一 个 紧 集 KCOQ, 存在 X19 “ “3 
xn 的 一 个 多 项 式 Plx), 使 得 

lz 一 PIE < 8, 
证 明 取 peE C5(9), 使 得 supp(p)C2、 且 在 天 的 一 个 邻 域 

中 中 一 工 [由 推论 1.2.6， 这 样 的 ?是 存在 的 ], 在 用 gf 代替 了 之 
后 , 我们 可 以 假设 fe C&CR")， 由 引 理 1.6.1, 对 于 给 定 的 8 之 0， 
我 们 可 以 选择 充分 大 的 4, 使 得 如 果 

Tf) (Cx) = g(x) 

一 和 | fC) exp(—allz — yl)ay, 

则 我 们 有 | 
le — fl < 

exp(—tllz 一 3 人 2 = 六 人 4)?z 一 ye。 


如 果 我 们 令 
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Nx 


Ou(x,y) = 5) 亲 《一 Dllz — yr, 


r=0 


则 对 于 任 -一 紧 集 中 的 +,» 一致 地 有 
DOn{x,y) 一 D"exp(—%ls 一 ?人 P)。 
因而 :如果 
Pv(D = cai"| TCD Orr, 7721， 


则 Pw 是 一 个 多 项 式 , 并 用 当 N 一 co 时 18 一 Pull 一 0. 
1.6.3 推论 ”和 如果 82; 是 尼 "; 中 的 一 个 开 集 ,x 表示 展 "i 中 的 一 般 
的 点 二 1,2), 则 对 于 0&4 委 ,所 有 有 限 线性 组 合 
DD po (rp s,) 

的 集合 让 C 久 9 Xx 0) 中 处 密 , 其 由 中 6 C*(R*). 

因为 C4e, x 饭 ) 上 的 括 扑 只 涉及 到 紧 集 上 的 逼近 ,因而 ,用 
适当 的 具有 紧 支 集 的 C” 兄 数 乘 以 9 后 ,我 们 就 得 到 
1.6.4 推论 具有 与 推论 1.6.3 相同 的 记号 ; 则 所 有 有 限 线性 组 合 
p(xrDp2a(rz》 的 集合 在 CXQ x 妨 ) (0 委 大 委 00) 中 稠密 ， 
其 中 py € Co 

现在 我 们 来 讨论 Whitney [1934] 的 一 个 有 还 近 定 理 , 这 个 定理 
在 深入 研究 可 微 流 形 和 解析 流 形 时 是 十 分 重要 的 ， 
1.6.5 Whitmey 逼近 定理 令 0 是 及" 中 的 一 个 开 集 ，fE C*(9)， 
0 委 丰 < 委 co， 令 人 是 2 上 的 一 个 连续 困 数 ， 对 于 任何 xzE2, ntx) 
之 0. 则 存在 一 个 8 上 的 实 解析 函数 8, 使 得 

1 DefGx) 一 Drg (x)| < nx) 


对 于 0< 委 lc| 去 min tt 


(自然 ,min(coya) 一 ay, 若 ec 六 )。 
我 们 先 把 这 个 结果 稍微 改动 一 下 . 
1.6.6 注 令 {Kp} 是 0 的 一 紧 子 集 序列 , 使 得 Ko 一 $$，KsCC 
oris 并 且 UK 一 8。 若 {85} 是 一 产 格 的 正 数 序 列 , 则 存在 一 个 
过 续 函 数 3, 使 得 对 寺 任 何 x+， 5(x) 盖 0， 对 于 reE Ken 一 Ks(p 


* 3 + 


1 \. 
TH/ 


之 0), nx) < Bp 
因而 ,定理 1.6.5 可 以 如 下 地 叙述 ， 
1.6.7 定理 令 0 是 RR* 中 的 一 个 天 集 , 1€E CAG)，0 去 大安 co。 
令 {Kp} 是 2 的 一 紧 子 集 序列 ， 使 得 Ko 一 8 ，KpCKpr， 并 且 . 
U Kp 一 2。 令 (mp) 是 一 个 任意 的 正 整 数 序列 ,并 令 mp 一 min(。 
ny). 最 后 , 令 {sp} 是 一 个 任意 的 正 数 序列 . 则 存在 一 个 9 上 的 实 
解析 函数 g, 使 得 对 十 每 个 2 之 0, 有 
| 一 到 可 和 <。 
证 明 ”我 们 不 妨 假 设 mp+ 衬 mrtp 人 0) 如果 史 E Ce(C2)。 
并 且 SCe, 则 由 (1.1.10) ,我 们 有 
owlls, < |plls, sls,. 
令 Ly = Kon CO— Ko(p 20), 令 pr € C~(0), 使 得 suppls) 在 如 
中 是 紧 的 , 当 z 在 Kp- 的 一 个 邻 域 中 时 pz(z) 二 0, 当 x* 在 Ls 的 
一 个 邻 域 中 时 pe(x) 一 1.[ 由 推论 1.2.6, 这 样 的 pe 是 存在 的 ] . 令 
Mp 一 1 证 poli2,. 
选取 和 放 0, 使 得 


16.8 26pr 6, 2 brM oan < sy 对 于 之 0, 
Fp 


如 在 引 理 1.6.1 中 一 样 ,车 Fe C8R"), 我 们 定义 14( 有 7 如 下 : 
nO) = ea", fexpC—2ls 一 ?Dey， 


{esp ll)ar = 1 
由 引 理 1.6.1, 存在 一 个 4o > 0, 使 得 若 go 一 ,Cpof), 则 我 们 有 
| 有 一 qz 放生 < 六 
现在 我 们 归纳 地 定义 数 如， …，?1p，…… 和 函数 go, 8 8， 
如 下 。 假设 已 经 给 出 B03 "sR i do ,Api, 由 引 埋 1.6.1， 存 
在 一 个 国 数 1p(41，8)(f 所 了 一 1), 使 得 如 果 1 盖 2 和 gp 二 
Ty (pf yy 则 


Kx 
1.6.9 llgs — po(f ~— go — gp- a < op, 


a 4 9 


导 为 gp 及 依赖 上 1 和 8， …，8p-， 因而 我 们 知道 各 只是 
io …。1p- 的 水 数 ， 

内 为 在 Ks- 的 一 个 邻 域 上 gp 一 0, 因此 (1.6.9) 剖 涵 着 
1.6.10 lg 2 Bp; 
并 且 ;, 因 为 在 工 的 一 个 邻 域 上 mp 一 1, 则 我 们 有 
1.6.11 | 有 一 和 一 … 一 8 。， rp < gp Lo = Kpn — Kpe, 


这 样 ,用 十 1 代 禁 也 的 (1.6.9) 就 给 
pen (1 一 > 


gonlls, f <| 


nt 


加 I. 
+| 过 pH 一 人 2 > | 
AN 0 7 p 
Lp 
< | j 一 > Ba 二 Gp+1 
0 » 


Mprnidp 十 Oppis 


此 外 ,我们 有 (1.6.10) 
lgrnllne < <s Pppi? 
由 此 得 到 
jp+ 
gptl 费 SE 对 pbp 十 260 EL Mondp 


十 人 之 2 pp, 
特别 ， 


Rptl 


pe 


9 > 户 


过 2 2 SaoM yr < i 
2 g>p 2 
8 一 84€ C”"(Q) 对 于 所 有 7. 
人 = 由 


并 且 ,H 出 (1.6.11)， 


< 二 > 


tl Ds? 


4>p 
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< 十 过 Ep < Ep, 


这 样 ,如 果 {2p) 是 一 个 序列 :满足 1p 盖 1 p_i)， {gs} 已 
用 上 面 的 归纳 过 程 所 定义 ,有 征 g 一 之 gp， 则 


le 
现在 我 们 来 证 明 如果 适 当选 择 hp > lilo, "**» 和 则 & 是 解 
本 的 ， 

由 定义 ， 


gz = ch” | 要 mw 人 1 


一 By。 


bp gr jep( 一 Dj 一 y 有 2y 
"| 


= ch 
supplTPp) 


因为 此 积分 是 定义 在 一 紧 集 上 的 ,并 且 exp( 一 46llz 一 ?是 * 的 
解析 郑 数 , 因此 对 于 每 个 ?, g, 是 R” 中 的 解析 函数 。 现 在 令 2p。 
一 从 0 一 Kors 到 | Kb 的 中 郊 ， 
显然 , pe > 0。 令 Up 是 C' 沪 R" 中 的 一 个 开 集 , U, 汪 Kp, 使 
得 若 z€ Up 各》€ 0 一 Kp, 则 我 们 有 
Re{(w CO— 7 + + 80 — yo)} > ps 
显然 , 8s 是 整 函数 


io 一 ceoGO(fD 一 S07)) 


X expC—hp[ (am — FY TF (8s — yo) 1 ay 
在 Rr” 上 的 限制 ， 再 者 > 因为 当 9 之 史 于 工 时 suppl ps TO— Kp, 
因此 ,定义 8s(g 之 十 1) 的 那个 积分 可 以 用 在 8 一 民 p#s 上 的 积 
分 代替 .这 就 表明 ,对 于 se Up, 有 
1.6.12 (hel) | eld" exp(—hspp)Hago, ge) 


es 
= ch Hyexp(— hapy)s 


suppl typ 
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其 中 日 , 内 依赖 于 0,…*, 44_1, 因为 gs 只 依赖 于 tj 和 六 我 
人 可 以 到 纳 地 选取 

he > jl，… hg) 
使 得 


1 
2 万 ,exp( 一 1yp) 过 oo 对 于 任何 p 之 0, 


[我 们 只 需 选 取 lv 使 得 冤 开 exp( 一 iv19) < 9 即 可 ]， 由 于 
{44) 的 这 个 选择 ,从 (1.6.12) 即 得 ， 对 十 任何 #, 级 数 

h(a) = 之 ez) | 
在 Us 上 一 致 收 化 ;显然 ,VU 二 UUs 是 C” 中 的 一 个 开 集 ， 满足 
UNR:" = 0Q; 由 Weierstrass 定理 1.1.3, 雍 在 UU 上 是 全 纯 的 。 办 
而 ,4 在 Q 上 的 限制 ,也 就 是 8g, 在 QO 上 是 实 解 析 的 ,这 样 就 证 明了 
Whitney 定理 。 


$ 1.7.。 关于 全 纯 畏 数 的 一 个 逼近 定理 


用 全 纯 贞 数 禹 近 的 问题 比 在 $ 1.6 中 所 考虑 的 和 逼近 问题 复杂 得 
多 . 首先 ,因为 全 纯 图 数 族 的 一 致 极限 也 是 全 纯 的 ,内 此 充 上 其 喇 我 
们 只 能 期 望 用 复 灾 数 z:、.…*，#s 的 多 项 式 去 通 近 全 纯 承 数 。 然 
而 ,车 UCC" 是 一 个 开 集 ， 则 为 了 使 羡 上 任何 全 纯 函 数 都 能 用 多 
项 式 通 近 , 对 于 忆 需 要 有 一 些 几 何 的 和 分 析 的 条 件 . 

在 一 个 用 多 项 式 逼 近 任 何 全 纯 函 数 是 不 可 能 的 区 域 上 的 最 
简单 的 例子 是 C “一 {zx€E Clz 关中; 隐 数 x ! 不 能 用 x 的 多 项 式 
有 逼近， 在 一 个 变量 的 情形 , 关 寺 区 域 联 的 限制 是 拓扑 性 质 的 (定理 
1.7.2 和 3,10.11), 然而 对 于 4 > 1, 已 经 知道 不 雪 是 这 样 的 了 ， 
1.7.1 定义 一 个 开 集 UCC' 称 为 Rungc 域 ,如果 上 上 的 每 个 
全 纯 函 数 可 以 用 mm ,zs 的 多 项 式 帝 近 , 在 口 的 每 个 紧 子 集 上 ， 
这 个 这 近 是 一 致 的 . 

下 面 这 个 定理 是 第 三 章 中 所 证 明 的 一 般 定理 (参阅 $ 3.10) 的 
特殊 情形 。 它 的 一 个 基于 Cauchy 积分 公式 的 简单 的 直接 证 明 ,可 
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参阅 Hirmander [1966] 。 
1.7.2 Runge 定理 一 个 连通 开 集 UCC 是 一 个 Runge 域 ， 当 且 
仅 当 了 的 每 个 连通 分 支 是 单 连通 的 ， 
对 于 所 有 的 x EU, 4(z) >>0， 令 dv 二 dvs 表示 C”" (变量 为 
AU ”39 zn) 中 的 Lecbeseue 测度 ， 令 CE 1) 是 满足 
Ee jx)dy < co 

的 习 上 的 全 纯 函 数 了 的 集合 。 
1.7.3 引 理 若 f, g 《如 (4), 令 

Qs gh = (1, 8) = | HD) FCDA 4. 


具有 这 个 纯 鞭 积 (f, 8), 2 (1) 是 一 个 Hilhert 空间 . 

证 明 ”因为 关于 测度 XCz)4dvs 为 平方 可 积 的 消 数 的 空间 工 
《2dz) 是 完备 的 ,因此 我 们 只 须 证 时 嫉 (24) 在 LA(4dv) 中 是 财 的 ， 
此 结论 从 下 述 命题 立即 得 到 ， 

1.7.4 命题 若 {jo} 是 北 (4) 中 的 一 元 素 序 列 , 并 且 
1， oC) — fr) NC) dos >0 当 p,g > oo, 


则 {如} 在 口 的 每 个 紧 子 集 上 一 笋 收 仇 . 

证 明寺 为 在 鼠 的 侍 一 紧 子 集 上 1 下 有 界 十 一 个 正常 数 ， 因 
此 我 们 不 妨 假 设 1 兰 1. 

若 & 在 闭 欧 盘 1ze Clls 一 ol 所 p} 的 一 个 邻 域 中 是 全 纯 的 ， 
则 出 Cauchy 公式 ,我 们 有 

g(a) -= Ce) g(a > 

应 用 # 次 这 个 等 式 ， 我 们 如 得 利 : 如 果 hei 9 zg) 在 多 加 柱 
121 一 ai | pp)， "yy ] zw 一 aa sp 的 一 个 邻 城中 是 全 纯 的 ,i Da 


有 Ke) 一 【rp ae 二 ata 于 sg)dz。 
& 是 口中 的 一 个 紧 集 ,p > 0 充分 小 ,使 得 生 合 
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太一 tc 存在 ae 天 ,使 得 |z 一 al ssp 
让 U 中 是 紧 的 。 如果 f 企 U 中 全 纯 , ee 天。 我 们 即 有 


站 


Te (Cap) "| liCa 十 >)|az 


上 zy| 才 PP 

< ae)" 1a. 
如 黑 我 们 把 这 个 不 等 式 应 用 于 差 的 平方 《fo 一 fz) ,我们 就 证 明了 
这 个 命题 

令 {pv) 是 多 (4) 中 的 一 个 完全 正 交 系 。 那么 当 f€ 嫩 1) 

讨 ,我 们 有 

f= Di Cy {f, 9p)， 
此 级 数 在 家 (4) 中 是 收敛 的 ， 从 命题 1.7.4 我 们 得 到; 
1.7.5 引 理 如 果 ftp》 是 衣 (4) 中 的 完全 正 交 系 ， 则 任何 
1€ 娆 (4) 可 用 有 限 线性 组 合 

Y， CypPy» CoE C 


逼近 ,在 已 的 任何 紧 子 集 上 这 个 逼近 是 一 致 的 . 
1.7.6 命题 令 UU 分 别 是 Cm, C” 中 的 开 集 ?, 并 令 4; 是 
U, .上 严格 正 的 连续 沸 数 (7 一 1, 2)。 我 们 用 

(Xs X WN, 22) = M21) N22) 
在 UX Ui 上 定义 4 X44， 令 1 站 是 如 ii) 中 的 完全 正 交 系 
《7 一 1， 2 则 了 下 数 族 {gs Co POC, )} 构成 2 (CN, x 22) 中 的 完 
全 正 交 系 . 

证 明 只 需 证 明 ; 如 果 f€ 九 (4 X 4), 并 且 
a 大 sai， 2 ) Pex) Pe Ra) si) hw ) dy = 0 


对 于 所 有 mm »2 《其 中 dv 是 CC 中 的 Lebesgue 测度 ), 则 
[三 0. 令 do 是 C"i 中 的 Lebesgue 测度 (1 一 1，2)。 我 们 首 


1 原文 将 CC 误 为 C"，C”. 一 一 译 老 注 


6 YY 


先 证 明 ,对 于 we 0, U， 上 的 了 活 数 

zs—H>f( a, 22) 
属于 多 (20)。 事 实 上 ,从 命题 1.7.4 的 证 朋 中 知道 , 对 于 zy € Ui， 
当 P 0 足够 小 时 ， 


[fC a;, 22) 他 < ce (xp’) | 


[f(z, 32) | NC 21) 
时 |g —am [ep 
其 中 


c 一 inf 2 si) (|2 一 al 委 p)， 
因而 
| Las aaCeoae 


< ce (ro) " | |fC%,, £2) | aCa) No) de 
< oo。 
我 们 浙 言 ,对 于 任何 v;, 疼 数 
8g(%1) 一 8 zl) 一 | f(z1, z2) P82) holes Av, 


《由 上 面 我 们 所 看 到 的 可 知 它 是 有 意义 的 ) 属于 多 (0)， 首 先 ， 
gz) 在 U, 中 是 全 纯 的 ,因为 若 {Kp} 是 一 竭尽 U; 仙 紧 集 序列 ?， 
则 如 在 命题 1.7.4 中 那样 ， 


| 人 
收 伍 于 红 20)， 此 收 伍 在 丙 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 .再 者 ,由 Schwarz 
不 等 式 ， 
ee) < |, Kms obaman | lg8Ca) PCa)dn, 
雇 禾 , 因 为 fe 如 (4 X 2)， 则 
,le Pu)an 


< | LC 2 an | [f(z1, 53) [4 2) dv < co。 


译 者 广 


也 启 说 “{Kp} 意 尽 VU，”， 是 指 KpCRoh, UK, 一 UU. 
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这 伴 ,， gz)6 玫 ()， 由 假设 ， gs 在 化 (41) 中 正 交 于 所 有 
的 {pu (C2)}, 因而 g(21) 二 0, 这 样 ， 对 于 国定 的 S13, fmrs xz ) 任 
(C1) 中 正 交 于 所 有 的 {pC )}, 因此 f(s,, 22) 三 0, 
1.7.7 定理 若 避 ,U0; 分 别 是 Cm, C": 中 的 开 集 , 则 所 有 有 限 线 
性 组 合 

> pz pz) 


的 集合 在 UX UV; 上 的 全 纯 函 数 空间 中 关于 紧 收 和 敛 狂 拓扑 是 竺 密 
的 ,其 中 qi?(z;) 是 Ti 上 的 全 纯 函 数 休 一 1，2)。 
证 明 令 帮 sa 2) 在 Di x U，, 上 是 全 纯 的 ,存在 一 个 严格 正 
的 连续 函数 5;U, X U, 一 RR+, 使 得 fe 区 人) 即 
,Mls < oo. 
DXU, 
令 LIK) 是 Uj 中 的 紧 集 族 , 使 得 
Ky'CRR, UK = U,, 
则 
UK x KP = U, x U,, 
令 0 过 sp 过 1, 使得 对 于 【zy 22) EE KD XK, 有 (21, 2%) 之 sy。 
令 是 U; 上 的 一 个 严格 正 的 连续 函数 ,使 得 对 于 zj € K 外 一 KK， 
和 (z)) < sp[ 这 和 样 的 人 是 存在 的 ,参阅 注 1.5.561。 我 们 有 
KP x K® 一 KYW, x KD, 
= KP xX (KF 一 KR) UCKY 
— KL) x KY. 


显然 ,对 于 
(& 0 E KD x KD — KD, X KD, 
我 们 有 
L(t 8) SE Ep SICE 2) 
内 而 我 们 有 


AC2.) A 52) < C81 22) 在 Ux U, 村 


es it =- 


丽 此 fe (4 xX 1)， 

若 {pe} 是 名 () 中 的 一 个 完全 正 交 系 他 = 1, 2), 则 所 存 
的 乘积 p(s)qp2(s》 构 成 嫉 ”(41 Xx 4) 中 的 一 个 完全 正 交 系 ， 
因为 f€E 如 (hx 2)， 由 引 理 1.7.5，、 存 在 复 常数 c,,,,，, 使 得 形 
如 

Derr ps Cs pC a) 

的 有 限 线性 组 合 在 UV, XU 的 任何 紧 子 集 上 一 致 副 过. 
1.7.8 推论 若 UV; 是 C” 中 的 一 个 Runge 域 (i = 二 1, 2)， 则 
UX [是 C++ 中 的 Runge 域 ， 特别 , 若 UU, *…,U，, 是 CC 中 
的 单 连通 井 集 , 则 到 x …: Xx U, 是 C” 中 的 Runge 域 。 

以 后 我 们 将 讨论 C? 中 的 Runge 域 的 比较 深入 的 性 质 ， 


$1.8. 和 常 微 分 方程 


18.1 引 理 令 I 是 尺 中 包含 0 的 一 个 区 间 , ww:1 一 民 + 是 一 个 
连续 闲 数 ， 令 M, mER,M 祈 0,n 守 0, 并 假设 对 于 xf 了 ， 我 们 
有 

1.8.2 wt) EM | wls)ds + 1, 


则 对 于 46 1 了, 我 们 也 有 wka) 所 me 
证 明 首先 令 : 之 0. 我们 有 


Mt 2 | 上 wls)as| ~— wy)—M | wels)ds < 9， 
因此 
起 | ws)ds 魏 汪 | e Mds = (1 一 e™™). 
此 式 与 (1.8.2) 组 合 ,我 们 就 得 到 


wt) 迄 ne 《因为 M 二 0). 
当 : 之 0 时 , 令 7 二 一 ! > 0。 我们 有 


vo 成 3 
w(—t)—M | ws)dt + nM | w(—s)ds +t 7, 
一 下 Ep 
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网 而 ,出 上 而 我 们 已 知道 的 结果 ,有 
wl(—r) 二 ne , 
朋 ] ,对 和 zz 天 0 也 有 
wt) Sel 
1.8.3 定义 令 9,20 分 别 是 民 ", 民 "的 子 集 ,并 令 大 9 X 2 一 
R? 是 一 个 映射 我们 说 , f 在 一 个 集合 5 Xx SCBXx 8 (SC9， 
5 CO) 上 对 于 we 一 致 地 满足 关于 x € @ 的 Lipschitz 条 件 ， 
如 果 存 在 M > 0, 使 得 对 于 (x, x'), (3, x') ES X 5S', 有 
[IAAx, x ) — Ky ,x HN < Mz C— yl. 
1.8.4 定理 令 98,0 分 别 是 RR"，R” 中 的 开 集 ,TT 是 尺 中 的 一 
个 开 区 间 ,0 E71. 令 
i:OXIXO— Rr" 
是 一 个 连续 映射 ;我 们 用 (x, 1, c) 表示 0 X 1 X 8 中 的 一 个 点 ， 
假设 ,对 于 任意 紧 集 KC9, K'C9',f 在 KX 1 XK'’ 上 对 于 1,@ 
一 致 地 满足 关于 x 的 Lipschitz 条 件 ， 
由 , 任 给 +,€ 8 和 紧 集 K'C9' , 存在 一 个 区 间 天 一 | 到 
E}, 对 于 每 个 we 天, 存在 一 个 唯一 的 C! 映射 I~> 98, 1 一 ->x{1， 
4), 使 得 


1.8.5 (x(t,0), f > 0) 证 (1,0), x(0, CC 一 10。 


并 且 ,由 《re) 一 HL>x(iy ac) 所 给 出 的 上 映射 I，X 天 一 9 是 连续 的 . 
证 明 令 MM > 0, 使 得 对 于 x,y&€ KK, a & KK', 我 们 有 
Hx ,#0) — fC ,1,500 < Mz 一 外 。 
令 + 之 0, 使 得 
= {rillx — xller}ceo; 
令 KK 汪 0. 令 C 0, 使 得 在 XIXxK 上 上 州 <<C. 令 s'>> 
0, 使 得 {i|1| 志 e'}CI, 并 令 
= {i < s), 
其 中 8 二 min(s', +/C)， 定义 xo(1, 0) 三 xo, 并 且 , 对 于 ”> 0， 
由 


和 41434 


1.8.6 tx(i,0C) 二 xo 十 | f(xa_iss0) ,ss 0 ) ds 

定义 xnipoX 天 一 民 " 我 们 断言 ,对 于 (1, a)€ 1。X K*", 有 
xa(ts 0) EG， 事实 上 , 当 # 二 0 时 , 这 是 平凡 和 的。 车 对 于 x 已 
经 证 明了 这 个 事实 , 则 因为 


I Hara sto) ,so 0 ) ds Cli| < Ce er, 
-OC 


因此 
| ze 2) 二 xol| 二 了， 
再 者 ,对 于 * 之 0 我 们 有 
rnt c) 一 za) 委 一 M2C1i 


事实 上 ， 


lm 一 o 吉 一 Ice fore)dz| < llc， 


这 就 是 * 二 0 时, 我们 所 要 的 不 等 式 。 如 果 我 们 已 经 有 了 ?= 一 卫 
时 的 不 等 式 , 则 
[EE &) J Xm ts 0) 


| {fxmnCss 0) ,ss0) — fxm ss), ss ojai 


1 炊 [al [2 = 全 1 埠 二 1 my 
a cl sds i | 
这 就 是 我 们 起 村 的 不 等 式 。 因而 , 当 = 一 ce 上 时, ra 0) 一 煞 收 全 
于 一 个 连续 函数 x(1, a). 再 省 , 在 (1.8.6) 中 仿 w 一 00, 我 们 即 有 
el 2) 一 加 十 | CG,0), 了 9 ods, 
这 丝 涵 着 ,对 于 固定 的 &, 映射 : 一 ->x(:, ac) 是 C' 的 ， 
最 后 ,车 对 基 个 me K' 4: 1。 > 0 是 一 个 C! 陕 射 且 满 足 


I CL WE 
Az 


UP = x(t, ao) — ut), 


vb 4 * 


则 对 于 之 0， 我 们 有 
jw CO < A | lwC)las, 


因 击 ,出 具有 ”= 二 0 的 引 理 1.8.1, 这 蕴涵 着 对 于 ! 守 0, 有 w(t) 二 
0。 类 仅 的 推理 也 适用 于 上 <0，, 因而 就 得 到 了 定理 的 唯一 性 部 分 
1.8.7 注 若 0 = 二 R", 并 有 在 如 x 了 XK 上 满足 估计 
fx, 1s Clr Cs Cs C; > 10, 
则 * 企 上 X 8 上 有 定义 (并 是 唯一 的 )。 事实 上 ,如 果 我 们 对 于 任 
何 固定 的 < 和 =* 上 ee 工 用 (18.6) 定义 xs 那么 对 于 :之 0， 我 们 得 
全 [> 
bas, Off < Ms Nealss has + Ms， 
并 且 我 们 可 以 假设 
{xoll Moe, 
时 归纳 法 取得 
xx oa) < Me™, 
因此 序列 {xo《4,w)}wzs 是 一 致 有 界 的 (: 宇 0; 类 侯 的 推理 证 明了 
此 结果 对 十 ?之 0 也 成 立 )。 我们 可 以 应 用 关于 f 的 Lipschitz 条 
位 : 米 证 明 
sls a) — zune, al < 二 AM"|:|*, n > 0, 

内 而 我 们 可 以 重复 定理 1.8,4 的 证 明 . 特别 ， 才 关于 x* 是 线性 
的 , 则 (1.8.5) 的 解 在 1 X 9 上 存在 ， 
1.8.8 定理 令 记 号 如 定理 1.8.4 中 所 述 , J 是 一 个 开 区 间 ， 它 包 
含 T 的 团 包 . 估 设 jE C9 x JX 8), 厄 之 1 《特别 ,了 满足 定 
理 1.8.4 中 所 述 的 Lipschitz 条 件 ), 则 (1.8.5) 的 和 解 x 属于 C*(1ox 
K'), 

证 明 令 V 一 太 。 我 们 首先 证 明 , 若 je CKO x 了 X 9)， 
则 x€ C(I XU')3, 因为 由 (1.8.5), 8x/9Bx 存在 并 是 连续 的 ,内 


1) 原文 将 | By -icy a)lds 误 为 | a-has. 一 - 译 者 注 
2) 原文 将 ze CIoXU') 误 为 i EC'CIoXU'), 一 一 译 老 注 


ea 4 » 


此 , 若 & 一 (cai A 我 们 只 需 证 明 在 loxXU Lk 
0 
ci 
存在 并 是 连续 的 。 我 们 将 假设 上 关 0。 对 于 固定 的 1, &, 令 有 ,nt 
8 一 R" 十 映 射 + 一 +>f(x, 1, 0), 并 令 
1 a) = (dh a) x(t, 8)) = (drti, cc) 1, oD; 
4(1, 0) 是 一 个 从 R" 到 共 自 身 中 的 线性 变换 。 令 


BC, 4) = 2 (x(1, ay 1, a); 


B 是 一 个 从 I。x UV' 到 R* 中 的 连续 映射 。 
由 注 1.8.7, 存在 一 个 连续 映射 
y:loXxXU—R" 
《对 于 回 定 的 a, 它 是 C1 的), 使 得 
1.8.9 这 = A{(t, au)y 十 站 (aa)， 7C0, cy) 一 0 
对 于 固定 的 a 一 (ay an)e UV"' 和 足够 小 的 实数 也 0, 我 们 
0 = (0 0 heirs yc) 
和 
Wit) 一 hx(1s0s) 一 xlt,0)), 
由 Taylor 公式 ,对 于 0s 所 1 我 们 有 
fxCs, 0*), cs) — fxs, GD) sa) 
= hAls,e)uals) + hpBls,0) + Ets,h), 
其 中 , 当 4 一 0 时 对 于 * 一 致 地 有 
e(s,h) = ol lal|asts) Ft 1a1). 
《注意 |||asCO 车 j | 之 |xCss es) 一 zc) + io — oll). 
因而 
at#) 一 | {ACs awls) Tt Bls,se) Tt (5,8) Yds, 
了 2 原文 符 dso 误 为 4d&. 一 一 详 省 注 


aa 46 9 


其 中 
Cs, h) = els, 从 一 ol 十 D。 
这 莉 沽 着 ,存在 一 个 常数 C, > 0, 使 得 
Mal < cs {wachas cn 


名 。 


因而 ， 由 引 理 1.8.1 ， 当 上 一 0 时 ,xb 对 于 上 是 一 致 有 界 的 ， 
因而 ,当下 一 0 时 ,对 于 > 一致 地 有 56(:,h) 一 0. 
现在 令 
z(t) = athfz) 一 y(1,0), 
则 因为 


ys 0) = | {ACs, oss0) + Bsa)Yas, 
因此 我 们 有 
sl0) — (A, eal)ds + | Cssh)as, 
因为 当 4 一 0 时 


习 -- 外 ds as 


则 引 理 1.8.1 指出 ， 当 上 一 0 时 zw4(z) 一 4。 这 恰好 意味 着 (Bxj 
Bo)(:, a) 存在 并 等 于 y(1,e)?. 因而 ,正如 一 开始 就 说 明 的 那样， 
有 xéEcCi(Ilo x U'). 

为 了 完成 定理 (1.8.8) 的 证 明 ,现在 我 们 用 关于 的 归纳 法 来 
进行 . 车 JECtGXxJ 了 了 XEG), 克 > 有 生 若 x€ C1! Xx TD， 
则 显然 , 4(1, a), B(1, c) 是 Ci: 函数。 因为 》 满足 方程 

2 = 有 GD) + Bs we), 


则 归纳 假设 就 蕴涵 着 了 € Ce (np X U')， 因 为 我 们 有 


Ox Ga) yy 0), EE = Hrs0) ,4,0), 
Bc; or 


一 0， 


1) 原文 将 《axr1awx;)tyc) 误 为 《erfeci)(o). 一 一 译 兰 注 
。47 。 


针 此 z 的 所 有 一 阶 偏 导 数 都 属于 C*!, 所 以 zeCtn xX U'), 

关于 全 纯 国 数 ,也 有 显然 类 似 于 这 些 结 果 的 命题 ， 
1.8.10 定理 令 U,U' 分别 是 CC” 中 的 开 集 ,也 一 {zf1z| 过 
p} 是 复 平面 中 的 一 个 圆 盘 。， 如果 f-UX DxXxU' 一 C" 是 一 个 全 
纯 上 映射 , 风 对 任 合 xc U 和 紧 集 K'CU', 存在 一 个 6 之 0, 使 得 对 
于 每 个 ge K', 存 在 一 个 唯一 的 全 纯 瞎 射 x;: Ds 一 UP(D, 一 {z|1z| 
01) 

xX:s—H rg, 0), 
满足 
吝 = Kxz(zyc)，za)， x(0, cx) 一 To 

并 且 。 从 Da x K' 到 如 中 ?的 映射 (zx, @)->x(z, ec) 是 全 纯 的 。 

证 明证 骨 与 定理 1.8.4 的 相 问 ;我 们 定义 

zs 0) = zat | falt, 0), ss0)at, 

其 中 的 积分 是 沿 着 从 0 到 = 的 直线 段 进行 的 .注意 ,只 要 Lipschitz 
条 件 自 然 地 成 并 ;我们 就 证 明了 


H 1 并 ns 
x , &) 四 x 2 0))| < M clz|l 3 
| 


显然 , 每 个 x。 是 全 纯 的 ,因而 上 maswrs 也 是 全 纯 的 ， 唯 一 性 如 前 
一 样 地 定 明 . 

1.8.11 推论 ”如果 在 定理 1.8.4 中 是 一 个 实 解析 映射 , 则 (1.8.5) 
的 解 z 在 J。X U' 中 是 实 解析 的 ， 其 中 J 是 茶 个 包含 原点 的 开 区 
间 . 

证 明 ”我们 可 以 找到 分 别 在 C", C, C” 中 的 开 集 W,D,W”， 
适合 VNR* 一 4,，DN 人 RR 二, VN RR”* 一 8', 使 得 了 可 以 开 岳 
到 WW X D x W' 上 成 为 一 个 全 纯 函 数 ( 我 们 仍 用 f 表示 这 个 全 纯 
函数 )， 此 时 ,方程 3 

1) 原文 将 Ds~>U 溃 为 Po. 一 一 译 者 注 


2) 原文 将 UU 误 为 2.- 一 - 译 者 福 
3》 原 文 将 w(0ya) 一 so 误 为 #0) -= 6. 一 - 译 省 流 
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Ow = f(s 0) 0), wl), ea) = xo 

Oz 
的 解 在 jx UV' 的 一 个 邻 域 中 被 定义 ,而 且 是 全 纯 的 , 这 里 ,六 是 
实 轴 上 的 一 个 区 间 , 0€ jp。 并 且 ,w 是 由 


w= wz 0) = tweiles 0) ,C0 


归纳 地 定义 的 ws 的 极限 ， 央 而 对 于 实 的 xs, &, 显然 它 也 是 实 的 . 
肉 此, 它 在 jx UV" 上 的 限制 一 一 我 们 正在 求 的 解 一 一 是 解析 的 . 
1.8.12 定理 令 8,1,8' 如 定理 1.8.4 中 所 述 , 并 令 jf:QXxXIXx 
0 -> 时" 是 一 个 Ct (或 者 , 实 解析 ) 上 映射, 1 二 过 oo。 那 么 , 对 于 
任何 点 《wzoy my 0) E11 x 了 X 8 Xx 8， 存储 一 个 邻 域 W 二 J 
xy XU" x UV 和 一 个 C* (或 者 , 实 解 析 ) 映射 +:W -> 民 "， 使 得 
对 于 1, xe J ,EU ,EU, 满足 
x(w, ff» 儿 > £) 一 二 


《zz 5 点) 一 fr tc) 0), 


换 名 话 说 ,在 一 个 给 定点 (m，, 55 名) 的 存 域 BR (1.8.5) 的 
在 点 #* 处 取 值 二 的 解 不 但 可 微 地 有 或 总 Xe 解析 地 7 车 赖 肪 rrvy 
而 且 又 可 微 地 (或 者 ,解析 地 ) 依 藉 于 站 的 矣 高昌 .和 .3 

证 明 我 们 考 菩 点 (0, 0, 条 ono REx RX I0 X 
2 的 一 个 邻 域 A 和 一 个 由 

Sy» Ly Hs Hs FE) 二 | 牙 十 和 3 不 
上 所 给 出 的 C* (或 者 ,解析 的 ) 有 映射 28: Nz:R",' 元 JKT, nu, xys) 是 
过 = gOY ,tu GE), Iu, ay es) 一 0 
的 解 , 则 我 们 有 
xi uc) 一 点 十 JI 一 zzo toay 上 )， 
因而 从 定理 1.8.8 和 推论 1.8.11 就 得 到 我 们 的 结论 . 
1.8.13 注 对 于 全 纯 函 数 , 有 一 个 类 似 于 上 上 面 的 定理 的 命题 , 我 
们 就 不 在 这 里 叙述 了 ， 
最 后 ,我 们 注意 伸 ， 定 理 1.8.8 和 1.8.12 可 以 被 加 强 为 下 述 形 
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1.8.14 定理 令 8,1, 妆 如 定理 1.8.3 中 所 述 ,1:8 Xixo'— 
R" 是 = 个 Ct 《或 者 :解析 的 ) 隔 射 > fiCi, BC 是 连通 并 子 集 . 
则 若 x; Xx 81 一 9 是 一 个 连续 鼎 射 ,对 于 固定 的 @, 它 关 于 :是 
C* 的 ,并 且 


Ox(t, 0) = fx(1,0),t,0), 
Or 


日 车 x(w, a) 是 Ct 的 (或 者 ,解析 的 区 对 于 其 个 meE 7), 则 z+: 了 Xx 
QO, 一 上 是 Ci 的 (或 者 ,解析 的 )*. 
证 明 可 利 几 定理 1.8,12。 我们 路 泌 其 细节 ， 


1) 原文 将 x: 玫 LX 六 日 误 为 +: X04 一 一 译 者 注 
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第 一 章 流 形 


32.1. 基本 定义 


2.1.1 定义 令 V 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 ， 我 们 说 下 是 一 个 
4 维 流 形 (或 者 ,一 个 C? 流 形 ,或 者 ,一 个 局 部 Euclid 空间 ), 如 果 
每 个 点 ae VV 有 一 个 开 邻 域 , 它 同 胚 于 R" 中 的 一 个 开 集 . 

2.1.2 定义 令 V 如 上 述 ,并 令 0 所 《三 吕 ， 我 们 说 下 是 一 个 C* 
沪 形 或 者 一 个 C+ 类 的 (可 微 ) 流 形 , 维 数 为 ,如 果 存 在 侦 (U;, i) 
的 -- 个 族 , i 遍及 一 个 指标 集合 #， 其 中 玉 是 了 中 的 一 个 开 集 ， 
Pi 是 从 Vi 到 RR" 中 的 一 个 开 集 上 的 同 腑 映射 ,使 得 

(a) J U;=V 


ES 

和 
《b) 对 于 任何 使 得 Ui 由 UV 隆 的 i,1€ .8 ,映射 

pop pA UN VD;) pi UN U,) 是 一 个 5“* 映射。 
如 果 可 以 选取 {(Ui, 9 站 jey， 使 得 当 ViNn UV, 关 时， 映射 wise 
qp7 pi(UiNn 0U;) 一 R” 是 实 解 析 的 ， 则 我 们 说 斑 是 一 个 实 解析 流 
形 。 

我 们 用 记号 ? 

dm FF 一 dimrV 

表示 一 个 流 形 的 维 数 (参阅 注 2.1.4)。 
2.1.3 定义 ”如果 下 是 一 个 流 形 , 那 么 了 上 的 一 个 C* 结 构 是 具有 


昌 ow 和 本 


3 一 {(7i，piD)jiey。 允 的 苑 素 称 为 这 个 C* 结构 的 坐标 系 。 若 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1) dim 是 英文 dimension 〔〈 维 数 ) ~ 字 的 缩写 ， 一 一 详 者 注 


《了 ,9) 是 一 个 坐标 系 , 则 口 称 为 一 个 坐标 邻 域 , pp 一 (pi ,Ps) 
(通常 记 为 二 … ,xs) 称 为 已 中 的 坐标 。 上 面 所 述 的 且 射 pj,op7 
称 为 华 标 变 少 . 

注意 ,可 以 用 定义 2.1.2 中 所 述 的 任意 一 个 偶 族 来 构造 唯一 
的 一 个 C* 结 构 ; 两 个 这 样 的 族 是 等 价 的 , 如 果 它 们 包含 在 上 上 同 
一 个 C* 结 构 中 。 这 样 , 我 们 可 以 谈论 一 个 C# 流 形 上 的 坐标 系 及 
其 它 对 象 。 一 个 C* 流 形 的 一 个 开 子 集 上 具有 一 个 自然 的 诱导 C* 
结构 . 
2.1.4 注 一 个 流 形 的 维 数 是 此 流 形 的 一 个 不 变量 《不 依赖 于 所 
用 尖 和 的 局 部 同 肛 有 映射)，。 这 一 点 从 Brouwer 定理 即 得 ，Brouwer 定 
理 断 言 , R” 中 的 一 个 非 空 开 集 间 腑 于 尼 ” 中 的 一 个 开 集 ， 仅 当 mm 
二 时。 其 证 朋 可 参阅 Hurewicz 和 Wallman 11948]。 对 于 C* 
流 形 ( 克 之 1) 的 相应 的 不 变性 命题 要 简单 得 多 ， 我 们 将 在 稍 后 加 
以 证 明 。 

我 们 注意 ,从 Dieudonnt[ 1944] 的 一 个 定理 (也 可 人 参 疯 Bourbak: 
[1965] ) 即 得 ,对 于 一 个 流 形 了， 下 述 一 些 条 件 是 等 价 的 : 

1， 也 是 仿 紧 的 ; 即 , 世 的 任何 一 个 开 材 盖 有 局 部 有 限 细 分 ， 

2. 下 的 每 个 连通 分 支 是 可 列 个 紧 集 的 并 集 。 

3, 下 的 每 个 连通 分 支 有 一 个 开 集 的 世 数 基 。 
2.1.5 定义 ”一 个 Hausdorff 拓扑 空间 己 称 为 一 个 复 维 数 为 ?的 
复 流 形 ,如果 存在 一 个 族 {CU;, pi) liess 其 中 ;是 从 Ui 到 C" 中 
一 个 开 集 上 的 同 胚 ， 并 且 wise 站 在 DIE 上 是 全 纯 的 ， 如 
在 定义 2.1.3 中 一 样 ,我 们 定义 一 个 复 解析 (或 者 ,就 称 为 复 ) 结 构 ， 
的 维度 记 为 nn 二 dmVF 二 dmeV,， 
2.1.6 定义 若是 一 个 C* 流 形 ,U 是 VV 中 的 一 个 开 集 , 则 一 个 
瑞 射 恩 忆 一 民 称 为 了 上 的 一 个 C' 函数 ， 若 对 于 了 上 任意 一 个 华 
标 系 【了 开 , bd 了 玖 CD 国 数 

fop :gwW)—>R 

是 C' 的 (0 志 + 志 和， 用 CV) 表示 上 C' 阴 数 的 集合 ， 上 
一 个 C' 函数 1 的 支 集 supp(f)， 仍 然 是 集合 {xE VHCx) 去 0) 相 


Ly 


戎 中 的 诸 世 。 我 们 用 CXKT 表示 supb( 且 是 紧 集 的 贡 数 j《 必 乓 ) 
的 集合 ， 

令 了 , F 是 C 流 形 , {CUi, ee 1CV;，、97)bey 分 别 是 
它们 的 C* 结构 ， 一 个 连续 映射 f:V 一 下 称 为 一 个 C7 映射 (0< 
r 所 刀 ,如 果 对 于 适合 人 UCUj 的 PF 上 枉 何 坐标 系 (Uji,gi), 以 
及 上 任何 坐标 系 (Di 97), 映射 pj;ofo9 站 :pV 一 py(Uy) 是 
一 个 C" 映射。 我 们 用 CV, VY) 表示 从 了 到 六 中 的 Cr 映射 的 
集合 。 

在 实 解析 流 形 之 间 和 在 全 纯 流 形 之 间 ， 类 似 地 定义 实 解析 和 
全 纯 的 国 数 和 册 射 。 

令 了 ,下 是 C*( 实 解析 ， 复 解 析 ) 流 形 . 一 个 连续 映射 ey 
7 是 C*( 实 解析 ,全 纯 ) 的 , 当 且 仅 当 下 述 条 件 被 满足 : 

对 于 VV' 中 的 丁 何 开 集 V' 和 VV'" 上 的 丁 何 C*( 实 解析 , 全 纯 ) 
函数 8', 8'of 是 用 (VU”) 上 的 一 个 C*( 实 解析 ,全 纯 ) 欧 数 . 

车, VV 是 C* 谅 形 ,f;V 一 Y' 是 一 个 同 且 , 使 得 ft 和 六 ' 是 
C* 了 映射 , 则 我 们 称 了 是 了 和 7 了 ' 之 间 的 一 个 C* 微 分 同 肛 (或 者 , 短 
分 同 有 是 ,或 者 ,C 同 构 )。 了 ,VYV' 被 称 为 是 微分 同 及 的 (CcC* 微分 同 
是 的 , C* 同 构 的 )， 如 果 存 在 一 个 微分 同 胚 :VV 一 V'。 在 相 
应 的 流 形 之 闻 业 似 地 定义 实 解 析 和 全 纯 ( 二 复 解 析 ) 同 构 ， 

2.1.7 例 

(a) 3 = {r€ RI = 和 是 一 个 二 扒 C” 波形 . 

(b) 令 了 是 一 个 C* 流 形 , 亿 是 一 个 Hausdorff 空间 ， 令 p: 
户 一 站 是 一 个 局 部 同 胚 映 射 , 即 。 任意 .as € 六 有 一 个 邻 域 辽 ,使 得 
Pp(U) 在 V 中 是 开 的 , 并且 ,5: 了 7 一 区 1) 是 一 个 间 了 配 映射。 则 在 
PF 上 存在 一 个 唯一 的 6+ 结构， 关于 此 结构 ,是 一 个 局 部 C* 微 
分 同上 胚 ( 即 。 对 于 和 任意 aE€ 放 , 存在 一 个 邻 域 U0, 使 得 pVU:U 一 
pLU) 是 一 个 C+ 微分 同 凸 ; 注意 , p(V) 在 了 中 是 开 的 )。 类 似 的 
注 记 适用 于 实 解析 流 形 和 复 流 形 ， 

(c) 若 了 ,W 是 C* 流 形 , 则 FFX 且 具 有 一 个 自然 的 C* 流 形 
结构 ,对 于 此 结构 ,投影 贞 射 XW 一 ,VX 太一 本 是 Ct 僻 
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射 ， 

显然 ,一 个 得 解析 流 彤 具有 一 个 自然 的 实 解析 结构 ,一 企 实 解 
析 流 形 其 有 一 个 由 然 的 C” 结构 ， 一 个 C* 流 形 (0 万 二 co) 具 
有 一 个 自然 的 C' 结构 (0 委 ， 二 和 反之 ,从 Whitney[ 1936] 的 
一 些 结果 邵 得 ， 任 何 一 个 仿 紧 的 C' 流 形 (+ 之 1), 部 具有 一 个 与 
其 上 已 给 的 C" 结构 相 容 的 实 解析 结构 、 并 且 ，Grauert[ 1958] 的 
姨 人 定理 ( 它 的 叙述 请 参 疝 $32.15) 和 Whitney 的 逼近 定理 1.6.5 列 
涵 着 这 个 结 和 梅 是 唯一 的 (在 相差 一 个 同 构 的 意义 下 ; 恒 等 映射 不 一 
定 是 一 个 同 梅 )。 这 是 可 能 发 生 的 , 即 一 个 5" 流 形 不 具有 C! 结构 
(Kervaire[1960]》)， 并 且 ,即使 具有 C' 结构 , 这 种 结构 也 可 以 不 是 
唯一 的 。 例如，Milnor[ 1956] 兽 证 明了 ;球面 名 (参阅 例 2.5.6)， 
除了 它 的 自然 的 结构 之 外 ， 还 可 以 其 有 一 个 C” 绪 构 ， 对 于 这 个 
C” 结构 ， 在 两 个 球面 久之 间 不 存在 C’ 人 《不 仅仅 桓 等 蚁 
射 不 是 一 个 微分 向 是) 

复 结构 的 存在 性 和 唯一 性 的 问题 是 一 类 完全 不 同性 质 的 问 
题 ， 这 方面 已 经 有 了 浩瀚 的 文献 . 《特别 ， 可 参阅 [4 
Kodaira 和 Spencer [1958]…) 

由 于 Milnor 和 Keryaire 的 结果 ,已 经 得 到 有 关 拓 扑 流 形 上 的 
微分 结构 的 存在 性 和 唯一 性 方面 的 大 量 知 识 ， 研 究 这 个 问题 的 一 
些 论 文 可 在 1962 年 和 1966 年 的 国际 数学 家 大 会 的 会 议 有 孙 中 找 
到 ， : 
令 了 是 一 个 C* 流 形 ，a EV。 考 虞 所 有 的 侦 《f, UV), 其 中 避 
是 包含 a 的 一 个 开 集 ,f€ CU)， 我 们 说 , 两 个 这 样 的 偶 是 等 价 
的 ， 记 为 (f，U) ~ (站 ，U')， 如 果 存 在 一 个 开 集 W CUNnvU'， 
a€《 W, 使 得 WW = 了 WF. 显然 , 这 是 一 个 等 价 关 系 。 一 个 等 价 
类 称 为 在 4 处 的 一 个 C* 玖 数 芽 ， 

我 们 将 经 党 把 一 个 芽 与 定义 它 的 一 个 《+ 函数 等 向 起 来， 如 
果 不 会 发 生 混 靖 . 

2.1.8 定义 定义 在 < 的 一 一 个 令 域 中 的 一 个 C* 池 获 1(# 宇 了 有) 
称 为 在 4 处 平稳 的 , 如 果 存 在 一 个 坐标 系 (U,qp), UCW ,aE UU， 


4 日 者 昌 


使 得 fop~! 的 所 有 一 阶 偏 导数 在 p(a) 处 为 0。 C* 函数 的 一 个 全 
在 4 处 是 平稳 的 ,如果 在 这 个 荐 中 存在 一 个 (# W), 使 得 了 在 < 
处 是 平稳 的 . 

注意 ,如 果 C* 函数 的 一 个 全 在 4 处 是 平稳 的 ,。 则 定义 这 个 革 
的 任何 C* 函数 在 4 处 都 是 平稳 的 . 

我 们 用 C. 表示 C4 通 数 在 a 处 的 所 有 芽 的 集合 ; 用 $6 考 
示 在 «处 是 平稳 的 «处 的 C* 芽 的 集合 ， 令 mo 是 在 4 处 为 0 的 
C* 芽 的 集合 ，Cox 是 一 个 民 - 代 数 ; Sik, mm 是 其 子 代数 ,并 且 ， 
mo。 还 是 Co. 中 的 一 个 理想 ， 它 是 Co 的 唯一 的 极 头 理想 ; 因 
为 Co 一 mi 的 任何 元 素 都 是 可 逆 元 素 . 再 者 , 若 1,8 € mx, 则 
jg € sox， 并且, 每 个 常数 € S64。 

当 要 强调 这 些 空间 对 于 流 形 广 的 依赖 性 时 ， 我 们 分 别 用 

CaraCV), SoaACV), mitV) 表示 它们 . 

我 们 也 把 C* 函数 在 < 处 的 芽 简称 为 在 4 处 的 C# 芽 ， 用 显 
然 的 方式 , 在 4 处 的 丁 可 以 相 加 ，, 相生, 以 及 与 C* 映 射 复合 。 此 
外 ,在 «处 的 一 个 C+* 革 g 的 值 gCa) 是 有 意义 的 . 

2.1.9 定义 令 了 是 一 个 C* 流 形 , 之 1， 则 向 量 空间 Cx /S64 
一 了 XV) 被 称 为 处 的 微分 (或 余 切 向 量 , 或 余 向 量 ) 的 空间 . 若 
fe Cots 则 它 在 TXV) 中 的 像 用 (a), 表示， 

TV ) 的 对 侦 空间 TV) 被 称 为 了 在 a 处 的 切 空 间 , 可 以 把 
7T.(P) 等 同 于 在 564 上 为 0 的 民 线 性 映射 X:Cor 一 民 的 集合 . 
TA《V) 的 一 个 元 素 称 为 a 处 的 一 个 切身 量 ， 一 个 尽 线性 函数 工 : 
C 光 一 用 称 为 一 个 导数 ,如 果 对 于 妃 86 Go, 我 们 有 

L(f8) = L(f)g(0) + fe) Le). 
2.1.10 命题 任何 一 个 切 向 量 XE TV) 是 C。 I 导数 . 

证 明 若 f8ECD， 则 

p= — fo)g — falo) ES , 
[因为 显然 有 9 二 (f 一 fo))(g 一 ee)) 一 fa)g(a)]。 因而 
1) 不 文 将 Ca 误 为 G4. 一 一 主 者 注 
二 和 s 


X(tw) 二 0. 此 式 即 意味 着 
X(fg) = Ha)X(g) + XC)g(a). 
令 a€ DV, 并 令 《UU, 9) 是 一 个 坐标 系 ,， aE VU， 车 四 二 
《qi po) 和 x EU, 我们 令 pj(32) 二 1 二 1， 23。 对 于 
每 个 j, 我 们 用 
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定义 切 向 量 (《8/6xz,) ET:(7). (显然 , 《8/8zx;), 是 风向 量 .) 
2.1.11 命题 《89/8x1),，、…, (9/86x;), 构成 TAV) 的 一 个 基 ; 特 
别 , TsAV) 和 TATV) 是 x 维 向 量 空间 , :并 且 TCV) 其 TeV) 的 
对 偶 空 间 。 再 者 ,。 若 疼 E TAV ), f€ Co 则 我 们 有 《df1),(X) 一 
X(f),， [最 后 的 结论 解释 了 所 用 的 记号 .】- 

证 明 对 于 fe Cx， 用 


g(x) = f(x) — 1(0) 一 > x} (2 f 


定义 8€ Ck， 显然, 8€ 564; 因而 , 若 久 EE TsAT), 则 我 们 有 X(g) 
一 0， 由 此 得 到 . 


XO0) = EX) (全 ) 
如， 
X 一 ZX;) (人 


这 意味 着 (8/8z7).(1 委 j) 委 z) 张 成 Te(T)。 ; 

若 和 一 二 1(818x 站 一 0， 则 我 们 有 有 一 X(z) 一 0， 因 为 
《B/j/Bxi)oxg 一 SitfKasik 为 Kronecker 符号 ; 当 了 天 玉 时 5 一 人， 当 
i 一 下 时 5;4 二 1)， 因 而 (9/8x;)s, i 一 1,***, 4, 是 线性 无 头 
的 。 最 后 的 结论 是 定义 的 直 按 推论 。 

与 上 面 的 结果 相对 偶 , 我 们 有 下 述 命题 若 a。€E VV, 《U,p) 是 
-一 个 坐标 系 , ae 品 , 如 前 一 样 ,我 们 令 p(x) 一 (xxo)， 则 
x1€ Cuky 因而 定义 了 一 个 余 向 最 《dxri)ee TV)。 

Ee 
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Z.1.11” 命题 (dr)A(1 专 j 所 #4) 构成 T2(V) 的 一 个 基 . 这 个 
基 对 偶 于 由 命题 2.1,11 所 给 出 的 TA(V) 的 基 ， 再 者 ， 若 j Cet， 
则 我 们 有 
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其 证 明 从 下 述 显 然 的 事实 即 得 :把 (8/8x,), 应 用 于 (rt), 一 一 
是 (8/8x,)sx4 一 一 等 于 5j4 
2.1.12 注 我 们 注意 , 我 们 还 可 以 对 于 复 值 C+ 也 数 定义 它 的 
微分 (df),, 此 时 , (a), 是 TACV)@rC 的 一 个 元 素 ， 并 且 ， 对 于 
任意 Xe TA(V) 和 一 个 复 值 的 1f，(df)(X》 定 义 鸭 一 个 复数 ; 再 
者 ,车 我 们 记 f = 十 访 , 其 中 也 ,三 是 实 值 C+ 函数 , 则 

(CAAX) = C4) X) + i KY. 

为 了 某 些 目 的 ,用 T(7)GQanC, TV)@RrC 代替 TV), TICV)， 
并 在 复 值 对 象 间 进 行 运算 是 非常 有 效 的 。 当 有 必要 这 样 做 的 时 
侯 , 我 们 将 分 别 用 (VP), RYCV) 表示 这 些 空间 ， 

注意 ,用 相同 的 方法 ,我 们 可 以 把 一 个 向 量 Xe TV ) 作用 于 
一 个 复 信 C4 函数 1?; 此 时 ,从 C+ 函数 在 4 处 的 复 值 芽 到 C 中 的 
映射 1 一 XX(]) 一 (a 有 ),(X) 是 C 线 性 的 ， 
2.1.13 注 若是 一 个 C* 流 形 ,* 实 1, 则 它 也 是 一 个 C' 流 形 ， 
这 样 ,我 们 可 以 考虑 Cs = {C! 函数 在 。 处 的 华 }。 我 们 注意 , 任 
感 一 个 切 向 量 XX€ To 人 TD) 可 以 开拓 为 Ca 的 一 个 导数 , 它 在 5 上 
为 0; 这 是 命题 2.1.11 的 直接 推论 ， 还 要 注意 , 若 1<+ 亏 , 则 在 
在 一 个 自然 的 包含 关系 CtCCor: 自然 ,Cg 是 一 个 子 代 数 ， 对 
于 任何 f€ Co，1 志 7 志 *, 我 们 仍 可 以 定义 它 在 TMV)》 中 的 
像 (41)。 
2.1.14 引 理 若 je St 则 我 们 可 以 写 为 


一 2) gh; + fe), 
三 二 1 
1) 原文 料 XETHV) 误 为 X ETAKAX)，- 一 译 者 注 
hy 


其 中 ， 8 ?> A 属于 (as 并 在 a 处 汶 人， 有 ， Bai € ni, 二 1). 
证 明 显然, 我们 不 妨 假 设 人 请 是 R" 中 0 的 一 个 凸 邻 域 ， 以 及 
a 二 40。 这 样 ,我 们 有 
AD ~ KO) = | EK) = F) #10), 
Ae 上} SL Csr)ar. 
显然 , xj € mt, 8;€ Cs-1。 并且 , 因为 由 假设 f 是 平稳 的 , 所 以 
g:(0) = SC (0) = 0. 


2.1.15 命题 ”假设 XX 是 C6 的 一 个 导数 全 守 1)， 则 它 在 Co 
上 的 限制 是 一 个 切 向 量 。(X 不 一 定 是 Co 上 的 一 个 切 向 量 ; 参 
阅 Papy[1956])。 
证 明 ”我 们 必须 证 明 , 若 je So 则 六 (7) = 0， 首先 注 意 "> 
X(1) 一 XI ID) 一 XI 1 十 1.XCiD)， 
这 列 通 普 对 二 任 总 常数 c, X(c) 二 0。 然而 从 引 理 2.1.14 可 以 得 
到 , 若 fe Sky 则 


下 1(a) es 之 ， Biki, 
其 中 B19 Pj €E Tha ty 因而 ?3 
A XO) = DP KWA) + gO)) = 0. 


2.1.16 命题 若是 一 个 C” 流 形 ,a 《VV, 则 1E Cow 在 4 处 是 平 
位 的 ， 当 上 且 仅 当 耶 一 fa) 6 (mo 大 [理想 mso 的 平方 ]。 特别 ， 
TSAV)—= mw/ mm. 

这 从 5| 理 2.1.14 即 得 。 

考 昧 切 向 量 的 寻 一 方法 如 下 . 令 了 是 屁 中 的 单位 区 间 [0,1]， 
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了 原文 将 KC1 - 1) 误 汶 X(1.1}). 一 一 译 者 注 
2) 原文 将 和 号 人 之， 误 为 了), 一 一 译 者 注 
tw i=1 
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y: -> 了 是 一 条 C* 曲 线 《 即 ， 从 了 的 一 个 邻 域 到 人 中 的 一 个 Ci 
映射 )、7 在 a = 7(0) 处 的 切 向 量 是 一 个 泡 素 X 二 X,é TV)， 
它 由 
XO = a fora) lms FE Co 
dz 


所 定义 。 这 直接 定义 了 一 个 切 向 量 ， 此 时 ,我 们 有 : 
2.1.17 命题 任何 XE7,(V) 是 一 条 适合 7(0) 二 a 的 C* 山 线 
在 & 处 的 切 向 量 ， 

证 明 令 《(U, 9) 是 一 个 坐标 系 , 使 得 ok DT g(a)= 二 4 和 

PU) = {rt€ Rx < 1}. 

今 及 二 > a(81B8x;),, ai€ 民 , 令 7; 是 I 的 一 个 名 域 中 的 C* 函 
数 , 在 IT 上 |y#a| 过 1, 当 :在 0 的 一 个 邻 域 中 时 ，7Yi(t) = of。 
我 们 可 以 取得 线 Ploy 为 7， 其 中 是 由 7 '(:) = (Yi(7#), ”” “3 
7 人)) 所 给 出 的 映射 。 


3 2.2. 切 从 和 余 切 从 


在 本 节 中 了 站 表 示 一 个 z 维 的 Ct* 流 形 (万 守 1)。， 令 玉 是 另 一 
个 # 维 的 C* 流 形 , f:V ~>W 是 一 个 Ct* 上 映射 令 5 一 1(a), 我 
们 定义 如 线性 肌 射 ? 

jr: TAV) > TEAW), PB:THCW) 一 了 工人 7) 
如 下 : 若 久 ETAV) 和 8€ Csal 玉 ), 则 我 们 令 
fa RK) = X(gof). 
[因为 当 gE S564) 时 ，8of€ 5,,x(V)， 因 而 上 述 等 式 定义 了 
TW ) 的 一 个 元 案 ]， 若 Pp& CpxtWW) 有 像 hp 二 (dqp)s€ THI)， 
则 我 们 定义 
fr(dp) = dof). 


1) 原文 将 TsCWV) 误 为 了 YAW), 一 -~ 泽 老 注 
e 9 +» 


[这 个 映射 Cy,a( 瑟 ) 一 CoA《(V) 定义 了 一 个 映射 :THW) 一 
TV ), 因为 对 任何 pe€ Ssn(WV), 有 qofe Sor(V).] 容易 验证 办 
和 产 互 为 转 置 (或 伴随 ), f4 称 为 f 在 a« 处 的 微分 或 切 瞎 射 ， 
3.2.1 注 若 F 7 VY, 是 Ct 流 形 , 天 :VL 一 V, :V1~>V 是 
C* 映射 , 则 jo = f;VV 一 V 也 是 Ct 映射, 并 且 我 们 有 
fs = fasta fy,as 入 = fi,a of2 ,cn), 
因而 ,车 f:V 一 W 是 一 个 C* 微 分 同上 胚 , 则 凡是 一 个 从 TCW) 到 
TXTV) 上 的 同 构 (5 = 人 a))。 把 上 面 的 公式 应 用 于 idv 一 fof， 
idw 一 fof"!1，, 因为 由 命题 2.1.11, dimy 一 dimkTY《V), 因而 我 们 
得 到 : 
2.2.2 推论 C* 征 分 同 胚 的 流 形 (克之 1) 有 相同 的 维 数 《参阅 
注 2.1.4)， 
若 V 是 一 个 Ct 流 形 , 令 

TC J TAV) 
是 Tx(P) 的 不 相交 的 并 集 。 存 在 一 个 自然 的 映射 p:T(V)>V, 它 
把 每 个 &€ TAV) 映 为 点 a; 即 , ?是 这 样 的 映射 ,对 于 它 ,p a) 
二 TAV)， 我 们 来 证 明 下 述 定理 ， 
2.2.3 定理 7T(V) 具 有 一 个 自然 的 C4 流 形 结构 , 关于 此 结构 
?是 一 个 C+! 映射 。 这 个 结构 由 下 述 要 求 叭 一 确定 : 

任何 ee V 有 一 个 领域 口 , 使 得 存在 一 个 “微分 同 胚 A: 
2 《UD) 一 UX 站"， 它 满足 条 件 : 若 友 ,x 分 别 表示 从 UXR" 到 
第 一 个 因子 忆 和 第 二 个 因子 R" 上 的 投影 映射 , 则 我 们 有 04 一 p， 
并 且 ， wzo6[TAV (aE TV) 是 一 个 从 TV) 到 R" 上 的 同 构 ,这 里 
TAV) 和 并 都 作为 尺 向 量 空间 . 

证 明 令 {(CU0i,qpD)hies 是 了 上 的 一 个 5 结构 ,并 令 pike) 一 
(x1," xo) ER"; 诸 zj 是 Ui 上 的 C* 限 数 ， 我 们 已 经 知道 ;任何 
KETAVID a, = Xxs), Y= 1,***,n, 所 唯一 确定 (命题 2.1.11 
1) idv 表示 从 有 到 的 穗 等 肌 射 ， 一 一 译 少 注 


二 + 


的 评 明 ), 并 且 匀 = Sa,(818x,),。。 现 在 令 (UV;, ph 站 (je .多 》 是 另 
一 个 誉 标 系 ， 4E VU,,. 对 于 x€ VU,，, 我 们 令 if) = (ys yn). 
我 们 知道 a€ UV; Vi 并 且 zx,…*, *o 是 UN U, 上 的 C* 纯 数 。 
落 BECous 人 


Ce 二 0 ee)) 


一 


人 Hoa)) 


~ 了 也 gop7 (pAe)) Se Ye (pCa)) 


a 一 ({q:o pF 2 -)]? 
== > 人 | 六 六 xp) 
其 中 


boo) =- (也 


因为 我 们 可 以 立即 验证 
-HN 二 = pie 7 a 
(二 和 6 (Pia)). 


Vys 


By, 


这 样 ,我 们 就 有 

2.2.4 we = 2 be) Ca 二 (= 
注意 ,bE CAVUj 几 0;)。 若 Miila) 家 示 和 矩阵 (56,,《o)), 则 我 们 
有 :对 于 所 有 的 a€ U0;，Mii(a) 三 1 (sn Xz 单位 短 阵 )， 对 于 
a€ UND;, Mila)Mii(a) 二 1， 并且， 痢 a€ Uif DN U1， 则 
Mua)Mn《a) 一 Mii(a 六 ， 此 外 ,着 


1 
x ~ Sol Be) = 2 上 ) ， 


1) 原文 将 (icgT hh 误 为 (pj*gP 站 7?! 一 一 译 者 注 
2) 为 了 避免 与 定理 铬 述 中 的 大 相 泥 淆 ,这 里 我 们 把 原文 中 的 咏 标 天 改 为 1 一 一 译 
者 计 
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则 我 们 有 
2.2.5 (a1,* yas) 2 《2 bs) Ma), 
现在 劳 形 T(V) 的 覆盖 fp"'(U;)lies。 对 于 每 个 i, 我 们 定义 一 
个 肌 射 
hi:p (UD > Ux R’ 
如 下 。 令 中 一 《xz :xs) 是 相应 于 Vi 的 坐标 , X€ 了 TAT)， 
ae Di。 我 们 令 天 一 as(8/6x,)ss 以 及 "一 《el *''', an)€ RR". 
然后 我 们 令 
hi(X) 一 《ay 2). 
显然 , 企 p (0i) 上 pp 一 mohi, 并 且 , ma 大 | 了 (是 一 个 从 TV) 
到 R* 上 的 向量 空间 同 构 映射 。 因 而 ,名 是 一 个 双 满 映射 。 并 且 ， 
老 UiNn 0, 关 8 ， 则 映射 
opiAUN UU) x R*—> (UN U,) x R” 
由 
Bohr (rs v0) — (x, vMiilx)) 

所 给 出 [由 于 《2.2.5)], 因而 是 一 个 C 生 ! 责 射 ,特别 , 它 是 连续 的 。 
因此 在 T(V) 上 存在 一 个 唯一 的 拓扑 , 对 于 这 个 拓 护 , p 《Ui) 是 
开 集 , 如 是 一 个 同 胚 ; 此 时 陕 射 p:T(V) 一 VV 是 连续 的 。 显 
然 ( 因 为 是 连续 的 , 每 个 p 六 UD7) 是 Hausdorff 的 )>T(V) 是 
Hausdorff 的 

此 外 ,因为 诸 映 射 o 打 ! 是 CH! 的 ,因而 族 {pA(Ui), 7} 将 
T(V) 做 成 一 个 C*! 流 形 。 由 其 构造 法 可 以 看 出 这 是 显然 的 , 即 
定 开 2.2.3 中 所 述 的 其 它 性质 也 被 满足 . 

注 T(V) 是 实 向 量 从 ( 参 风 $3.) 的 一 个 例子 ，。 

用 同样 的 方法 我 们 可 以 证 明 下 述 结果 : 
2.2.6 定理 集合 

T*(V) = (J Tr) 


er 
其 有 一 个 自然 的 C*! 流 形 结构 . 
TCV)》 和 TT*(V) 的 维 数 是 2x。 又 一 次 发 生 这 样 的 情形 , 即 ， 
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V 的 任何 一 点 有 一 个 邻 域 U, 使 得 上 【】T3(T) 缴 分 同 胚 于 滋 积 U 


X 办 ", 并 具有 定理 2.2.3 中 所 述 的 那些 性 质 ， 
2.2.7 定义 三 元 组 (T(V), p, 7V) 称 为 了 的 切 从 ， 这 里 乡 是 自 
然 的 投影 映射 。 若 p*:T*(V) 一 表示 白 然 的 投影 映射 《 它 把 
T2(V) 映 到 {a} 上 》， 则 云 元 组 CT*CV), 六 ，P) 称 为 了 的 佘 切 
从 . 

我 们 将 经 常 谈 到 T(V) 和 TCF) 分 别 作为 切 从 和 余 团 从 ,这 
既 意 昧 着 相应 的 空间 ,又 意味 着 上 述 三 元 组 ， 

我 们 注意 ; 当 己 是 一 个 实 解析 流 形 时 , T(V )，T*(V) 实际 上 
也 是 实 解 析 流 形 , 并 且 , 可 以 选取 对 VV 的 投影 映 庙 以 及 与 U x R? 
之 同 的 局 部 同 构 映射 为 实 解析 映射 . 

下 面 我 们 可 以 得 到 另 一 个 要 用 到 的 “从 ”。 令 0<p 三 nx。 我 
们 苦 碟 问 量 空间 THCV) 的 次 外 罕 ,通常 我 们 用 A?*Tx*(F) 表 示 . 
令 (7，, 9) 是 一 个 坐标 系 ,aE U, p(x) 一 (x, 0)。 则 (dri),, 
… dz) 构成 了 (PP) 的 一 个 民 基 [人 参阅 命题 2.1.11]。 因而 ， 
人 ?TV) 的 一 个 基 由 元 素 组 

(dzx1, eA -A (dx;,)s, 这 

给 出 。 我 们 令 


MT TY 


和 AT) 的 一 个 元 素 称 为 = 处 的 一 个 p- 余 向 量 。 如 定理 2.2.3 和 
2.2.6 ~- 样 ,我 们 有 下 人 述 定 理 : 


2.2.8 定理 人 ?T*(y) 具有 一 个 维 数 为 4 十 (”) 的 自然 的 Ci 


流 形 结构 。 

A?T*(YV) 称 为 了 上 的 也 -形式 从 。 用 同样 的 方式 定义 也 上 的 
复 值 p- 形 式 从 人 ?人 &*(V). 
2.2.9 定义 令 V 和 玉 是 C* 流 形 , 之 1,f:V 一 WW 是 一 个 Ct 
映射 。 如 果 rank{fx,o: 了 TATV) 一 Trxa《 玉 二 f+, 则 If 称 为 在 a€ 多 
处 有 秩 r。 


vr 明了 +. 


我 们 现在 用 局部 坐标 来 计算 映射 fx,s, 令 5 二 开 a), 并 令 (U， 
m) 是 了 上 的 一 个 坐标 系 , se U, (UDU', 9') 是 下 上 的 一 个 坐标 系 ， 
bE U', 使 得 KU)CU'。 对 于 >xeD, 我 们 记 中 (Cs) 一 (zi xn)， 
对 于 EU', 我 们 记 遇 0 一 (yo 它们 分 别 产 生 TV》 
的 一 个 基 (68/ax 1 所?< 委 2 和 了 Ta) 的 一 个 基 〔〈8/767 .5， 
1 和 严守 ti， 令 


Xe TV), X= De,( 9 ) ， 
vaa1 Gr， 全 


并 令 
jan) 一 s, (2),. 
若 8€ Csx4， 则 我 们 有 


PP 


Do% (Wo), ~ Xeo 
= 
Se 
其 中 f 二 7.cf， 这 说 明了 fx 被 线性 变换 
(Ca, i an )—+>(P, 和 bm) 
所 表示 ,其 中 
» 9 
Be ca) 1. 
如 果 我 们 用 FF 表示 从 p(0) 到 pg《U0') 中 的 有 映射 mp ofeoe， 则 这 就 
是 映射 (4F 《PCa)) 《参阅 (1.3.1)). 
由 于 这 个 注 记 ,我 们 从 第 一 章 的 结果 就 得 到 下 述 定 理 . 
2.2.10 逆 函 数 定理 若 TV,W 是 #4 维 的 C*( 实 解析 ) 流 形 , 天 了 一 
W 是 一 个 Ct*( 实 解析 ) 映 射 , 并 且 如 果 对 于 某 个 se V, xa:TAT) 
一 Txw(W) 是 一 个 同 构 , 则 存在 < 的 一 个 邻 域 U 和 天 6) 的 一 个 邻 
域 U', 使 得 VU 是 一 个 到 区 上 的 C*( 实 解析 ) 同 构 ， 
2.2.11 秩 定 理 令 V,W 分 别 是 4 维和 芭 维 的 C*( 实 解析 ) 流 


1) 原文 将 《9/6y。.)s 误 为 《aayru). 一 一 译 者 注 
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形 , 并 假设 了 在 等 个 点 ee 了 处 的 秩 是 一 个 与 a 无 关 的 整数 7, 则 1 
存在 4 和 天 oa) 的 坐标 系 《U,yp) 和 《UVU',g'), 使 得 pofop pCU) 
是 映射 
(xis 人 Td “skys: ,0), 

2.2.12 定义 令 下 是 一 个 ?2 维 的 CE: 流 形 ， 它 有 一 个 可 数 东 ， 食 
SCV, 则 S 称 为 有 零 测度 ,如 灯 对 于 任何 坐标 系 (U,m), p(SAU) 
在 R* 中 有 和 宕 测 诺 ， 

如 在 第 一 章 中 一 样 , 我 们 可 以 定义 临界 点 。 令 VW 分 别 是 
2 维和 m 维 的 Ct 流 形 , 太 守 1， 并 令 f:V 一 玉 是 一 个 C* 映射， 
车 f 在 点 a &€ 了 V 处 的 秩 <<m， 则 点 4 称 为 临界 的 ， 

从 定理 1.4.6 立刻 得 到 下 述 定 理 . 
2.3.1] Sard 定理 若 了 ,WW 是 两 个 具有 可 数 基 的 C” 流 形 , 旦 药 
1:7 一 W 是 一 个 CC” 映射 ， 则 了 的 临界 点 集合 4 的 像 忒 4 在 WW 
中 有 专 测 度 。 

最 后 ,如 在 $1.2 中 一 样 ,我 们 可 以 证 明 单 位 分 解 的 存在 性 . 若 
(DU, wm) 是 C* 流 形 V 上 的 一 个 坐标 系 , 则 从 引 理 1.2.5 立即 得 到 ， 
若 KK 是 局 的 一 个 紧 子 集 , 则 存在 一 个 了 上 的 Ct 函数 s 之 0, 使 得 
当 xe 天 时 xz) > 0 并且 supp(w)CU。， 那么 , 正如 我 们 证 明年 
理 1.2.3 一 样 ,我 们 可 议 证 明 下 述 定理 : 
2.2.14 定理 假设 给 定 C* 流 形 VC(0 委 和 & 委 co) 的 一 个 开 覆 盖 
(Piiey， 并 假 设 V 有 可 数 基 ; 则 存在 一 族 Ct 闵 数 Anilies i>0, 
supp(7) 忆 Vi, 使 得 集合 族 {supp(mi)} 是 局 部 有 限 的 。 并且 对 于 任 
何 xEV, 有 ni(x) 一 1 
2.2.15 推论 着 X 基 五 中 的 一 个 闭 集 , VU 汪 X 是 一 个 开 集 ， 则 在 
在 VV 上 的 一 个 C* 函数 ”5, 使 得 当 x6E 革 时 ?Cr) 二 1, 当 xEV 一 U 
时 (x) = 0, 


§$2.3， Grassmann 流 形 


在 这 一 节 中 我 们 给 出 实 ( 和 复 ) 解 析 流 形 的 一 类 具有 多 方面 重 
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要 性 的 例子 ,虽然 在 本 书 余下 的 部 分 中 并 不 用 到 它们 . 

令 五 是 一 个 县 上 的 = 维 向 量 空间 . 令 ? 是 一 个 整数 ,0<r 过 
zz。 我 们 用 G.(E) 寿 示 E 的 7 维 线 姓 子 空间 的 集合 。 我 们 将 证 明 ， 
G(E) 具有 一 个 自然 的 实 解 析 流 形 结构 . 

令 F 是 任意 一 个 7 维 闻 空间 , 则 我 们 可 以 找到 五 的 一 个 n 一 + 
维 子 空间 8', 使 得 FN E' 一 1， 医 而 我 们 有 五 一 下 十 三， 所 
以 , 若 对 于 EE 的 一 个 x 一 + 维 子 空间 5', 我 们 令 

UCE)= {FIldmF = +r,FCE,FNE' = {0}}, 
则 
GA(E) 一 U UCE'), 


现在 我 们 断言 ， 可 以 把 U(E') 等 同 于 使 得 71s:0% 为 恒 等 映 射 的 所 
有 民 线 性 映射 4: E/E' 一 五 的 集合 L(E), 其 中 mer:E > E/E 
是 自然 的 投影 映射 。 事 实 上 , 若 4€ LCE'), 则 我 们 显然 有 : 4(Ej 
8') 二 FF 是 8 的 一 个 + 维 子 空间 ,满足 FNE' 一 10}. 反之 , 老 给 
出 FF, 则 

了 三 一 下 十 卫 。 
用 rr 才 示 由 分 解 £ 二 十 E' 所 给 出 的 对 于 F 的 投影 映射 , 则 

re(E') = 0, 
因而 导出 一 个 民 线 性 映射 

In:E/E'—> FF, 


因而 导出 一 个 瞎 射 
As: E/E'— E,. 
四 然 ， 
zol 二 恒 等 映 射 
并 且 ， 


in E/E')= FF. 
这 就 证 明了 可 以 把 U(E') 和 LCE') 自然 地 等 同 起 米 , 其 次 , 我 们 
断言 , LC(E') 是 一 个 有 限 维 仿 射 空间 , 即 , 对 于 任何 %w《 L(E'), 集 
合 以 一 14€ 上 (E')} 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 。 事实 上 ， 犀 和， 
AE LCE'), 则 nao — 1) = 0, 因 币 
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《2 一 20 DCkergazE) = EY, 
所 以 1 一 入 是 一 个 从 E/E' 到 吾 中 的 虹 线 性 映射 , 即 ” 
1 一 AoE HomrC( E/E',F’). 
再 者 , 若 A&6E HomaCEJE',E'), 则 十 pE LCE')。 这 证 明了 {4 一 
1014€ LCE')} 自然 地 同 构 于 HomrCE/E’ ,FF'), 这 就 证 明了 我 们 
的 结论 。 如 果 我 们 选取 F' 的 一 个 基 , 并 将 其 完备 为 五 的 一 个 基 ， 
则 我 们 可 以 将 Homg(E/E',E') 等 同 于 集合 Homr(R', R”") 一 
M(r,n 一 ?+), 这 里 ，M(r,n 一 ?+) 是 + X (x 一 ?+) 算 阵 的 集合 , 它 


~ Rr “73) 


人 人 人 则 存在 一 个 从 


和 


将 痢 ， 容易 证 明 ， 对 于 商 个 ~: 集 的 子 空 间 Bi 更 
he《U(E DN UCE")) 到 R"*"" 中 的 映射 hE”ohz} 是 由 有 理 放牧 ( 特 
别 , 实 解 析 函 数 ) 所 给 出 的 。 因 而 得 到 ,在 G(E) 上 存在 一 个 唯一 
的 拓扑 ,关于 此 拓扑 ，U(CE’) 是 开 集 ,映射 和 r 是 同 耳 。 

我 们 断言 ， 这 个 拓扑 是 Hausdorff 的 。 首先， 对 于 任何 已 '， 
ZE) 是 Hausdorff 的 并 为 开 集 ， 并 且 ,给 定 两 个 > 维 子 空间 F,， 
F,CE, 我 们 可 以 找到 一 个 4 一 + 维 的 子 空间 E', 使 得 FE'， 
所 间 E' 都 为 {0), 内 而 F,, F,€ UCE')。 由 此 邑 得 ,车 Fi 关 Fa 则 
它们 在 RE 中 ,因而 在 Gk(E) 中 有 不 相交 的 邻 域 . 

在 说 明了 这 些 以 后 , 我 们 就 证 明了 G,(E) 具有 一 个 实 解析 流 
形 的 结构 ， 最 后 我 们 证 明 , 它 是 紧 的 . 

令 c1，*……, es 是 EE 的 一 个 基 $， 并 令 0(n) 是 R" 的 正 交 群 ， 
即 , 所 有 使 得 

本 .一 了 
的 > X z 实 矩阵 4 的 集合 , 其 中 :4 表示 矩阵 4 的 转 置 ,了 是 >Xaz 


1) Ker(nE) 表示 映射 ?8 的 核 。 一 一 译 痢 注 

2) Homa(E,F) 表示 从 中 到 下 的 所 有 怀 弘 性 映射 的 集合 ， 一 一 译 者 注 
3) 这 里 的 记号 "之" 品 示 同 构 。 一 一 译 着 注 

4) 原文 将 玉 误 为 二 |. i 
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单位 和 矩阵。 我 们 有 一 个 用 
p(x) = (tx) 若 x 一 人 aiei 


所 给 出 的 同 梅 p:E 一 R"。 因而 0(w) 作用 于 E 上 ; 若 .46 0(n)， 
+€ ,我 们 令 

A(x) = pA px), 
其 中 4 - p(x+) 是 OCx) 在 R" 上 通常 的 作用 。 因 而 它 也 作用 守 
G'(E) 上 。 我 们 断言 ，、 对 于 给 定 的 Fl，F;€ G,(E)， 存 在 -一 个 
A€ 0(n), 使 得 4 F, 二 F,。 我 们 只 需 对 于 5 二 R? 证明 此 事实 
即 可 ,然而 这 是 显然 的 [因为 我 们 可 以 选取 RR" 的 两 个 正人 奖 基 (un， 
“sm tn) 和 (o， ” vn) 使 得 Fi 是 由 《za， 人 zt) 张 成 的 空间 ， 
F; 是 由 《v1， ,sv,) 张 成 的 空间 ]。 并 且 , 由 (4, F) 一 4 给 
出 的 映射 0(w) X G:F) 一 GE) 是 连续 的 。 此 外 ,0(w) 是 紧 
的 , 若 & GE) 是 固定 的 ?, 则 G,(EE) 是 0(#) 在 连续 映射 4 下 > 
有 4 F 下 的 像 ,因而 是 紧 的 ， 这样 ,我 们 就 证 明了 : 
2.3.1 定理 Grassmann 流 形 G,(5) 是 一 个 rln 一 +) 维 的 竖 实 解 
析 流 形 ， 
2.3.2 注 在 r+ 二 1 的 情形 ，、G,(E)》 称 为 相伴 于 5 的 射影 空间 
P(E); P(E) 的 维 数 为 z 一 1， 特 别 , 若 一 R”, 则 我 们 用 RP” 
表示 P(R"). 
2.3.3 注 阁 E 是 一 个 * 维 复 向 量 空 间 , o < ” < 之 x， 则 我 们 用 
多 ,(E) 表示 EE 的 复 7 维 子 空间 的 集合 ， 用 如 上 面相 同 的 方法 ,我 
们 可 以 证 明 : 多 (人 E) 是 一 个 复 维 数 为 rlw 一 +) 的 紧 的 复 流 形 ， 
在 > 一 工 的 情形 , 多 .(E) 称 为 E 的 射影 空间 P(E), 若 E=C, 
我 们 用 CP""! 表示 P(E). 


$2.4. 问 量 场 和 微分 形式 


令 V 是 一 个 C* 流 形 , T(V) 是 它 的 切 从 ， 存 在 一 个 自然 的 投 


RA 


1)》 原 文 将 F €G(E》 误 为 FE€ G,(E). 一 一 译 者 注 


mm 一 
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影 陕 射 :TCV) 一 它 把 TA《V) 瑞 为 点 w。 
2.4.1 定义 ”了 上 的 一 个 向 量 场 是 -… 个 映射 X:7 -> 7(7)， 使 得 
poX = idy。 若 X 是 一 个 C" 映射 (0 艺 + 艺 率 一 1), 我 们 说 X 昌 
一 个 C" 向量 万， 若是 一 个 解析 流 形 , 则 我 们 可 以 类 似 地 定义 
解析 向 量 场 . 

一 般 地 , 敬 p:B -> 4 是 从 集合 8 到 集合 4 上 一 个 映射 ， 则 使 
得 peX 一 id4 的 -个 映射 X:4 -一 古称 为 2 的 -个 鹤 面 。 这 样 ， 
向 量 场 就 是 从 切 从 到 流 形 上 的 投影 映射 的 蕉 而 ， 

若 X 是 一 个 向 盟 场 , (De) 是 一 个 坐标 系 , p(z) 一 (ns*…， 
x.), 则 我 们 可 以 写 为 


X(a) 一 Dae) (22) ,£4a) ER. 


容易 验证 : 义 是 一 个 C' 回 量 场 , 当 昌 仅 当 对 于 任意 的 坐 本 对 (77， 

PP)， 诸 5, 是 U 上 的 C' 阔 数 。 我 们 用 8/6x, 表示 向 量 场 ae~H> 

《676x,). 令 p 是 一 个 整数 , 0 委 户 委 z 人 27TY*(7) 是 了 上 的 如 - 形 

式 丛 . 

一 个 映射 0:V 一 入 2*T*(7)， 使 得 对 于 任何 ae VV ,我 们 有 
wa) € A?T*CV). 

一 个 -形式 是 C' 的 (解析 的 ), 若 映射 4 是 C7’ 的 (解析 的 ). 这 样 ， 

微分 形式 就 是 从 入 ?TXV) 到 VV 上 的 投影 映射 的 截面 . 

车 (UU, yp) 是 一 个 坐标 系 ， g(x) 一 (ra ，……，xa)， 则 元 素 组 
fdxxjo (dxro) 构成 了 (OP) 的 一 个 基 ,而 元 素 组 〈axi ) 六 …: 
人 (dxi)jA(l 生产 二 二 放 委 四 给 出 A2 光 7) 的 一 个 基 。 因 
站 ,一 个 ?2- 形 式 有 一 个 唯一 的 表示 

wla) = 22 GivipC a dxi Da A (dxi,)e. 
并 且 ,w 是 C' 的 (解析 和 的), 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 坐标 系 《U, q)， 
诸 .jp 是 C' 的 (解析 的 )， 我 们 用 az; 表示 1- 形 式 
o—+t>{ di)s, 


#4 G9 * 


用 sz 和 和 人 exi 表示 如 形式 
oat->(dxi eA -+* Adxj,)e. 
注意 ,对 于 整数 p,q 之 0, 我 们 有 一 个 自然 的 线 狂 映射 
ArTECV)@ AITHT) > A?T™TSV); 
我 们 用 wi(a) A wa) = mla ola) 在 这 个 足 射 下 的 像 。 给 
定 两 个 分 别 为 和 次, 4 次 的 微分 形式 my w;, 我 们 可 以 用 
(or 六 coz)fa) 上 ofa)Acofe) 

定义 一 个 (p 十 94)- 形 式 入 w;, 它 被 称 为 LO 和 4201 的 外 积 ， 显然 ， 
若 ol w%; 是 C7 的 (解析 的 ), 则 ww 入 wi 也 是 C' 的 (解析 的 ). 

我 们 用 42(V) 表示 上 所 有 (.C*?! 的 ) 产 形式 的 集合 。 我们 
述 考 虑 直接 和 

ACV) 一 OAV). 
f0 

上 面 所 定义 的 外 积 将 4(7) 转化 为 一 个 尽 代数 ，A(y) 的 元 素 称 
为 微分 形式 . 它 的 分 量 是 -形式 , 除了 有 限 多 个 分 量 外 ， 其 余 的 
分 量 者 是 0 

在 局 部 坐标 中 的 公式 蕴涵 着 , 若 VC* 微分 同 且 于 及 " 中 的 一 
个 开 集 , 则 作为 -- 个 代数 ,4(F ) 由 形 如 了 ,dg 的 元 素 所 生成 ,其 中 
eC VEC). 

我 们 注意 , 若 情 是 上 CW! 罚 数 的 环 , 则 上 Ct? 回 量 场 的 
尺 向 其 空间 半天 ( 了 PP) 也 是 一 个 R- 模 。 在 和 ?TYCY) 和 和 A?TA(TV) 
之 间 有 一 个 配对 , 它 使 这 册 个 空间 相互 对 企 。 因 而 ,若是 VV 上 的 
一 个 Ct p- 形 式 , 则 由 公式 

(Xi Xp)a) = wa Ka), Xp)) 
定义 了 一 个 从 ?7 到 只 中 的 多 重 线 性 映射 。 这 个 映射 是 交错 的 科 
R 多 重 线性 的 (这 是 显然 的 )， 
2.4.3 命题 有 反之 ,从 X? 到 民 中 的 任意 一 个 交错 的 ，R 多 重 线性 
1) 所 谓 交错 的 ? 即 若 将 ,Xi 互 换 就 产生 一 个 负 号 .一 一 译 者 注 
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映射 定义 一 个 C* 了 -形式 om， 

证 明 为 了 证 明 命题 , 令 Nims “大 pa TAV),a 《了 .我们 
首先 断言 ,存在 5 问 最 场 X，,，*……, Xp, 使 得 Xi(a) 一 Xe 一 
1,。 ,PP)， 为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 假设 对 于 某 个 坐标 系 (U,q) 
(a € 0), Xie = av(01Bx,),, 并 令 9 赴 一 个 具有 紧 支 集 sapp(y) 
CU 的 C* 函数 , 当 x 在 4 的 一 个 分 域 中 时 x) 二 1( 推 论 2.2.15). 
我 们 可 以 用 

Xx)=0 x¢U, 


Ki(x) = Dn(r) :ay (2-) EU 


来 定义 X,:V 一 工 了 )， 其 次 ,我 们 断言 , 若 对 于 某 个 1,XiKa) 二 0， 
则 我 们 有 p(Xi, ,Xs)(a) 二 0, 为 此 ,因为 ?是 RR 多 重 线 性 的 ， 


所 以 我 们 只 需 证 明 : 车 XxX) 二 0， 则 Xi 一 > WrYp， 其 


NE CIV), nua) = 0, Ya€ X, 令 (U, y) 是 一 个 坐标 系 ， 
ot U, 并 令 


pm > i (2), rE DU. 


因为 Xi(a)=0, 所 以 我 们 有 ee 一 0，1 委 > 和 > 令 nw€ CX-1(V)， 
使 得 %(a) 一 1 0 委 3 安 1， 并且 supp《%) 是 加 的 一 个 紧 子 集 ( 参 
阅 推 论 2.2.15). 我 们 定义 向 量 忆 2Z,, 1 入 » 各 #, 如 下 ;: 

Z,(x) 一 0, 若 xgU， 


ZA(x) = bx) (5s 若 ze 了。 


其 中 
nx) as( x), rE U; 
b,x*) re, 上 和 ¢ U, 


因而 5,.€ Ct'(V), 并 且 6,(a) 一 0。 我 们 用 


一 一 一 一 一 =” 一 一 一 


1》 为 了 如 名 与 命题 叙述 中 的 旬 混 请 ?我 们 将 文中 的 《Do》 政 为 (VU 小 .一 一 
译名 让 
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Y,(*) 一 0， 若 六 区 了 
0 (2 ) ,车 EU 
定义 向 量 场 了,, 则 我 们 有 


X) = > {bY , 十 《1 四 )Z 十 {1 > n)X;. 


v=1 


因为 9(e) 一 1 和 2 人 an) 一 1， 因 此 这 就 具有 我 们 所 要 求 的 形式 。 
弄 在 对 于 任何 a € TV ,我们 用 
Ca) 人 入， Se ,Xa) 2 p(X,, Se ».49.C9) 
定义 ee)。 由 于 上 面 第 二 个 上 部 言 ， 若 某 一 X; 在 4 处 为 0, 则 
COf 人 aiX pm) := 0, 因而 w(a) 的 定义 与 适合 Xij(a) 一 Xi,. 
的 诸 X; 的 选取 无 关 . 在 局 部 坐标 中 的 一 个 简单 的 计算 指出 , 如 此 
定义 的 o(e)6 人 ?72(T7) 定义 了 一 个 Ct*!p- 形 式 w. 注意 ,一 个 
CC*, 解析 的 )0- 形 式 就 是 VV 上 的 一 个 (C*, 解析 的 ) 函 数 . 
现在 令 了, W 是 两 个 C* 流 形 , f:V 一 JV 是 一 个 Ct 映射, 令 
4aEP 了 和 Ha) 一 5 我们 曾 定义 了 一 个 映射 
TSW)—> TAOV). 

若 户 之 0, 它 可 开拓 ”为 一 个 线性 映射 

1 :ATHEW) > A?TEOV). 
这 就 给 出 了 一 个 代数 同 态 ,我 们 将 其 仍 记 为 六 :2 

je 
2.4.4 定义 当 w 是 WW 上 的 一 个 C 六 -形式 时 ,我 们 如 下 地 定义 
VV 上 的 一 个 55 -形式 六 to)。， 我 们 称 它 为 中 的 拉 回 《或 者 道 
像 ): 若 2 二 0，w 二 g 是 一 个 C*7! 溺 数 ， 我 们 令 六 (ww) = gof. 
若 p 之 0, 我们 令 

fF(w)(a) = Fo(f(a))), 

注意 , 上述 产 在 所 有 微分 形式 的 空间 上 所 诱导 的 贞 射 ( 仍 记 

为 产 ) 


1》 AT#CV) 是 直接 各 >， 入?T#(V), 一 一 译 者 注 
EY 


* T7214 


FAC(W) -> AC(V) 

和 一 个 代数 同 态 . 

若 U 是 C# 流 形 了 中 的 一 个 开 集 ,8 了 一 了 是 内 射 映 射 >， 则 
若 w 是 VV 上 的 一 个 -形式 时 , 我 们 就 写 为 世 (o) = 二 wl1U, 并 称 它 
为 在 上 的 限制 
2.4.5 注 对 于 任何 a€ VV， 我 们 也 有 上 映 庙 f4wo:TAV)~> Ts(Wy) 
(2 二 fa))。 然 而 , 一般 地 它 不 能 “开拓 ”为 一 个 映射 关 CV) 一 
关 ( 玉 ); 例如 ， 当 XE XX(V},， a, a 是 了 中 不 相同 的 两 点 *， 满 是 
ff(o) 二 a’) 二 65, 但 是 fy,(X(a)) 关 f4,o(X(a')) 时 就 是 这 样 的 
情形 ， 然 而 , 若 fi:V 一 W 是 一 个 C* 微 分 同 胚 , 则 显然 ,映射 

BH->fenl XCa)), a = f°(6) 

是 上 的 一 个 Ct 向 量 场 fj,(X): 

现在 令 V 是 一 个 C* 流 形 , 万 之 2。 令 和 是 了 上 的 两 个 
Ct 向 量 场 。 对 于 任何 fj CKP》 X( 力 是 一 个 CtCP) 中 的 函 
数 。 因为 一 1 写 1、 因 此 我 们 可 以 将 Y 作用 于 和 有 D《 人 参阅 注 
2.1.13)。 这 样 ,我 们 就 可 以 用 

[X,Y1) = XCY(H) — Y(X(O)) 
定义 一 个 映射 CXV) > Ce (7)。 用 局 部 坐标 的 语言 来 表示 ，, 若 
(U, 9) 是 一 个 坐标 系 , p(x) 一 《xz xn) 则 我 们 有 
6 B 
XGO) 一 Del) (RB),, 7GD) — h(E)., 
其 中 
a be CLD)s 

容易 验证 : 


[X, YIOOG) = Del:) (过 ) | 


在 


其 中 
1)》 这 里 ， i 放 U 一 yV 是 内 射 想 射 前 指 对 于 任何 4 EU， tC9) 一 4 一 一 岸 者 注 
2》 原文 将 这 里 的 已 误 为 了 .一 一 译 者 注 
3) 原文 将 这 电 的 了 误 为 革 . 一 一 译 者 广 


了 3 。 


™ 8b, da, 

“0) = De — 5). 
这 又 证 明了 [X,Y1 是 ~… 个 C*”“ 问 量 场 . 

向 量 场 [X,Y] 称 为 向 量 场 X,Y 的 Poisson 括号 《或 者 , 括 
号 ). 
注意 , [X、Y](a》 依赖 于 X 和 Y 在 4 的 一 个 整个 的 令 域 中 的 
信 , 而 不 只 是 依赖 于 X(a) 和 Y(e)， 显 然 , 我们 有 [X, X] 一 0， 
[X,Y1 =: 一 [Y, X]。 容易 验证 ， 如 果 包 之 3, X,Y,Z 是 三 个 
ce-: 向 量 场 , 则 我 们 有 

LIX,[Y:Z]1 十 [YIZ;XII 二 [1LZ LIX YI 一 0 

此 式 称 为 Jacobi 恒等式 .注意 , 若 X, 是 由 


Xx) 一 (2), I<ren 
zyz 


所 定义 的 在 一 个 坐标 邻 域 忆 由 的 向 景 场 , 则 对 于 任何 一 对 pp， 在 
7 中 我 们 有 [X,,X,] 一 0， 
2.4.6 ”现在 我 们 考虑 复 流 形 的 切 空间 及 其 它 对 象 。 令 了 是 一 个 复 
维 数 为 # 的 复 流 形 ,并 令 ec6EF。 令 (Up) 是 一 个 坐标 系 ,a€ UU; 
则 多 是 一 个 从 上 到 Cr" 由 一 个 开 集 上 的 复 解 析 同 构 ; 对 于 x€ 0， 
zi 二 xj 十 多 yi, 我 们 记 p(s) 一 《xn 其 中 诸 x;，yi 是 实 
信 C” 疯 数 . 则 当 把 了 看 作 一 个 22? 维 的 实 C” 庆 形 时 ， 切 空 科 
TAV) 有 一 个 自然 的 复 向 量 空间 结构 ,这 个 结构 是 如 下 得 到 的 : 利 
用 同 构 映射 
(Ciy ran) (a w 季 5 
， 我 们 考虑 C” 二 及”, 其 中 二 xi 十 iy;, 则 由 
X—->(Cadxr)A RY dy AX) ,dra KNX), Cdyn)lX)) 
定义 的 映射 TV) 一 如 ”是 一 个 妨 同 构 。 因 而 卫 射 
X—t>((dz)AX), ,Cdz,)(X)) 
是 从 TV) 到 C"” 上 的 一 个 尽 同 构 ， 它 使 了 AV) 成 为 一 个 C 向 
量 空 间 ( 注 2.1.12》， 了 -人 (7Z) 上 的 这 个 复 结 构 与 坐标 系 (U,P) 的 
选取 无 关 。 事实 上 , 它 山 下 述 性 质 所 肇 划 ， 若 了 是 一 个 在 a€ VV 


和 TH4 竺 


处 的 全 纯 国 数 蒜 , 则 我 们 有 

(af ACX) = E+ (dA(X), 《ECXETCTF)， 
其 中 #X 表示 由 T,V) 上 的 复 结构 给 出 的 运算 , 右 端 的 项 是 两 个 
复数 的 乘积 ， 若 如 前 所 述 ，9(s) 二 (2%4，*"*， ?sa) 是 口中 的 复 华 
标 , z; 二 xi 十 fys， 则 当 我 们 将 了 看 作 为 一 个 实 C” 流 形 时 ,.(x;， 
六 9， “> xa9 js) 就 构成 口中 的 坐标 。 这 样 ,我 们 就 有 品 量 


日 所 
(起 ) ， (2 } E TAV). 
容易 验证 ,关于 TA(V) 上 的 上 述 的 复 结构 ,我 们 有 


| CC) = | : 


并 日 , 《818x,)szn 一 go 因而 (6/6x,)(1 委 > < 魏 ?)》 构成 了 (7) 
的 一 个 C 基 . 
现在 令 (U', 9 ) 是 另 一 个 坐标 系 , a€ U', pz) 一 (zw 
wa}(zE U')，。 我 们 记 ww 二 wi 十 iv;, 其 中 诺 wi, vi 是 实 C” 消 数 ， 
SXE THAV) EY 
久 二 > dy (8) 一 > sx (a), ; ob C, 


v= y 刀 之 1 


容易 验证 ,我 们 有 


pu 一 “(2) Woy, 


Vel 


和 


而 ,我 们 可 以 重复 定理 2.2.3 的 证 明 来 证 明 下 述 定 至: 

2.4.7 定理 若是 一 个 # 维 复 流 形 , 则 TC(V) 一 UT,(V) 具有 
一 个 自然 的 24 维 复 流 形 的 结构 。 投影 映射 p:T(V) -> 了 是 全 纯 
的 , TCV) 是 局 部 平凡 的 , 即 ,任意 a。€ 了 有 一 个 邻 域 U， 使 得 存 
在 一 个 复 解析 同 构 h:p3(U)~>UXxC”, 若 hE) 二 (a, 2) 
(&E p-1(UD)), 则 有 p(5)==a。 此 外 ,由 -+>v 给 出 的 映射 To(T) 
一 C" 是 一 个 C- 同 构 ， 


1) 原文 将 dsb EC 误 为 dys dE 4V) ,一 一 泽 省 注 
@ YY5 


2.4.8 注 若 V,W 是 酚 个 复 流 形 ,f:V -> I 是 一 个 全 纯 了 映射 ， 
如 映射 fxw: TAV) 一 Txa(W) 蚌 一 个 线性 上 映射? 

我 们 注意 ,由 于 上 面 一 些 说 明 , 我 们 可 以 应 用 爹 纯 立 数 的 秩 定 
理 { 参 说 注 1.3.15), 因 而 得 到 : 
2.4.9 ”全 绅 映射 的 秩 定 理 令 人 ,WW 分 别 是 维 ,sm 维 复 流 形 , 
V 一 王 是 一 个 全 纯 上 映射 令 7 是 一 个 整数 , 使 得 对 于 每 个 ak VV， 

ranke fy = + 
则 存在 a 处 的 复 坐 标 系 (DU, pp) 和 f(a) 处 的 复 坐标 系 (VU", p')， 
使 得 gp'cfop ”|p(U) 是 映射 人 zz) 一 -Cs 30，***， 
0), | 
24.10 注 关于 一 个 复 流 形 V 上 的 复 值 C” 微分 形式 , 我 们 作 几 
个 注 记 .由 了 映射 
《22 0 
其 中 zi 二 zi 十 iyi, 我 们 曾 将 C"” 等 同 于 R*. 令 E 是 一 个 CC 上 的 
2 维 回 量 空 间 ， 考 虑 从 EE 到 CC 中 的 民 线 性 映射 的 人 C 向 量 空间 
$F* 一 Homr(E, ©C). 

令 

F=—{fé @* liv) = if(v) 对 于 所 有 的 "6E E}， 

F={fé @*|iv) = —if(s) 对 于 所 有 的 "6E Ej}. 
显然 , ,是 8* 的 C 子 空间 ,并 且 我 们 有 

本 + = FOF. 

事实 上 , FNF 一 {40}; 若 g€ @*, 我 们 令 


f(s) 一 于 (Ce) ~ iglio)), fCv) = Celo) +tiglis)), 


则 了 EF, 了" ER, 并 且 g 一 了 十 1 我们 令 F= 8 ,FF 和 = 由 
从 CC 到 其 自身 下 的 爱 射 :于 ># 诱导 了 一 个 从 图 * 到 其 自身 上 的 
尺 线性 映射 , 它 将 FF 上 映 汶 F， 我 们 用 5 表示 gE€ BF* 在 这 个 映射 下 
的 像 ， 闪 (ce,，…, ew) 是 FF 的 一 个 CC 基 , 则 (az,,，' ,81,) 是 的 
1》 原文 将 fa 误 为 候 ，，- 译 考生 
2) 原文 将 je 澡 为 fa. 一 译 者 注 
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一 个 己基 . 

把 @* 看 作为 一 个 复 向 量 空间 ,我 们 考虑 8* 的 外 可 人 "要 
令 p, 4 是 连 数 ,满足 2 十 9 一 r， 并 令 中 并 示 人 " 呈 “的 一 个 子 
空间 , 它 由 也 有 形 如 

wi fA A NAA :Av 
的 元 素 所 生成 ,其 中 ,EF,z 二 1,p,Dep ERK 二 1,'*',4. 
eaA''*Aei AeA Neng= cI/N\ Ek, 

其 中 产生 去 和 有 二 -< 名 (但 在 诸 1， 诸 六 之 疝 不 存在 联 
系 ), 给 出 了 ax 的 一 个 基 ， 

找 们 有 

AN’G* = 2) Gh 

其 中 和 式 是 直接 和 和 ， 

若是 一 个 2 维 复 流 形 ，a€ V， 我 们 取 E = TAV)， 这 里 
TV) 具 有 在 (2.4.6) 中 定义 的 复 结构 . 令 

TV) 一 Homr(TAV), C) = TI(V)ORC; 
这 是 一 个 2 维 的 C 向 量 空 间 。 如 前 所 述 , 若 (s4,……, zw) 是 一 个 
开 集 UU 中 的 谷 标 ,zi 二 xj 二 ?yj 则 我 们 有 
(dxi)es dy) E TICV)ICEIV). 
因此 我 们 可 以 定义 
, (dzi)s = (dri)s + i(dy;)a€ LEV) 
(参阅 注 2.1.12); 我 们 也 令 
(ad3i;), = (dxi)s — i(dyi)a. 

容易 验证 , (42)),s, (4317), (1 所 1 志 4#) 构成 人 (VD) 的 一 个 CC 基 ( 因 
为 《dxi] Cdyi)o(1 志 1 二 1#) 构成 了 (7) 的 一 个 民 基 ). 

定义 

AV) = TTDrC = Homc( Ti(V), 0). 
它 是 (了 ) 的 对 偶 空 间 , 存 在 S(TV) 的 一 个 基 , 与 上 述 (7V) 的 
基 相 对 偶 。 若 我 们 念 
。77 


II 
JR 和 | hs 


(其 中 ,用 i 的 相 乘 是 在 了 《V)@aC 中 的 ,而 不 是 在 T《V) 中 的 ， 
即 ， 民 676y7 二 《8/8y,)s@1)， 则 刚才 所 说 的 对 侦 基 即 由 向 量 组 
(6/625) (68102,)o(1 志 v 守 #) 给 出 ， 像 以 前 一 样 ,我 们 知道 


SCT7D) 一 人 Sr)， EV) = |) EV) 


是 实 6 维 的 C" 流 形 . 与 前 面 一 样 ,可 以 定义 A 人 ?CV), 人 ?人 *(V)， 
而 了 上 的 一 个 C” 复 值 微分 -形式 w 是 一 个 C” 了 上 卫 射 wx: 一 
人 ?全 *《V), 使 得 对 于 ee, 有 oa(e)e 人 二 +(P)。 
若 三 一 To7)， 则 与 上 面 一 样 ,我 们 考 起 
入"@ “一 S20. 


p+49=r 
当 要 强调 对 于 和 a 的 依赖 性 时 ,我们 就 记 作 要 #(P ,a), 儿 (VV， 
o)，""“。 容易 知道 (dz (dasj4 张 成 区 (4d)n，………， 
《dzo) 张 成 总 ， 因 而 8 六 4 由 余 向 这 给 

dziN\adzk = dsi AA: Nasi, MN dza, A " Adzro 
扩张 成 。 李 >y 的 元 素 丈 为 (, 9) 型 的 余 回 研 ， 
2.4.11 定义 一 个 复 值 微分 形式 oj:y 一 信 ' 人 TX*(P) 称 为 (p, 9) 
型 的 , 若 对 于 任何 ak ,有 ola)€ @FAV, a). 
用 局 部 坐标 的 语言 ,% 是 (p, 4) 型 的 , 当 且 仅 当 


wa) = DD, wrdzih dzx, 


< 和 
上 ty 


= (11, aa K= (所 o). 
巷 V,W 是 复 流 形 ，f:V 一 丈 是 一 个 全 纯 映 射 , 则 我 们 仍 有 了 上映 
射 


产 :SB 一 Se 一 大 ao)， 


1) 原文 将 Ca) € A? 信 4CV) 误 为 (a) 示 开办 .一 一 译 者 注 
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并 且 , 如 在 定义 2.4.4 中 -- 样 , 我 们 可 以 定义 玉 上 的 一 个 复 值 p- 形 
式 的 拉 回 产 (w). 
2.4.12 命题 若是 一 个 全 纯 映 射 , ee 了 V, fa) 一 5， 则 我 们 有 

FGp dW BOICGF A , a). 
特别 , 若 中 是 开 了 的 一 个 《tp 9) 型 形式 , 则 产 (w) 是 了 上 的 一 个 
(Pp, 9) 型 形式 . 

证 明 我们 只 需 证 明 
FCGEAW, LICHECV, a) 

即 可 ， 然 而 , 若 引 是 在 志 处 的 一 个 全 纯 函 数 芽 , 则 

fr((dg)s) = d(gof jE Ei V, a) 
是 显然 的 。 因 为 &° f 是 全 纯 的 . 
2.4.13 注 我 们 可 以 把 一 个 复 流 形 了 上 的 全 纯 向 量 场 X 定义 为 
一 个 全 纯 映 射 X:7 T(V) (参阅 定理 2.4.7), 它 使 得 对 于 任何 
a€V, 有 XCa)k TAV)， 然而 对 于 任何 a EV, 实际 上 了 T.(7) 是 
CV) 的 一 个 子 空间 ， 因 此 , 一 个 向 僵 场 站 :V 一 全 (V) 是 全 纯 的 
(在 下 述 意 义 下 : 对 才 任 何 ae, XCa)E TAV), 并 且 XX 表示 一 个 映 
人 TC7) 中 的 全 纯 映射 )， 当 且 仅 当 对 于 每 个 eE 了 ， 存 在 一 个 坐 
标 系 (如, Pp), a EU, 使 得 在 表达 式 


CE > {eC5) ( 吉 -), i ( 直 )} bevu 


”中 ,所 有 的 w( 为 0, 所 有 的 as(5) 为 五 的 全 纯 函 数 ， 
此 外 注意 , 若 X,Y 是 全 纯 向 量 场 , 则 [X,Y] 也 是 全 纯 向 量 
扬 。 


§$25. 子 流 形 


令 了 7 是 一 个 C* 流 形 , 邓 之 !。 考虑 C* 流 形 多 以 及 具有 下 述 
性 质 的 内 射 的 ( 即 , 一 对 一 的 ) C+ 肌 射 : 丈 一 下 的 集合 ;对 于 任 
何 ae WW, 腑 射 
tpa: Ta W ) —> Ti V) 


4 TO 


是 内 射 的 。 两 个 这 样 的 对 CW, 74) 和 (Wi, 2) 称 为 等 价 的 , 若 存 
在 一 个 和 微分 同 且 a: Wi WW;, 使 得 fr 一 fo8. 这 是 一 个 等 价 
2.5.1 定义 VV 的 一 个 子 流 形 是 在 上 面 所 定义 的 等 价 关系 下 (W， 
2) 的 一 个 等 价 类 . 
在 不 会 发 生 混 清 的 时 候 ， 我 们 将 经 常 把 一 个 子 流 形 等 同 于 它 
的 表示 之 一 . 
车 m=dimW 二 jimTA(W), a€ W, 和 #=dimY =dimTia(V), 
则 我 们 显然 有 mm 筷 ”。 
2.5.2 注 令 dimW 二 wm，a€ W, 则 由 秩 定 理 2.2.11, 在 4 处 存 
在 一 个 坐标 系 ( 吕 , 9) ， 在 i(a) 处 存在 一 个 坐标 系 (U', p'), 使 
得 gp'oiopg |p(U) 是 映射 
(zy ws 全 xm) 一 ->(xiy “0 0). 
由 此 即 得 。 若 (Ui, $i) 是 a € 到 处 的 任意 一 个 坐标 系 ，(x) 一 
(yi, “3 Ws 则 在 i(a) 处 存在 一 个 学 标 系 {U,, 中) 使 得 若 
pu) jt 《ty 汪汪 tn) BE U,, 则 在 开 中 2 的 一 个 邻 域 上 ,我 们 有 
uof =Yy; (f= 1,.…., mm). 
2.5.3 命题 令 W 是 7 维 C* 流 形 V 的 一 个 闭 子 乐 假设 对 十 每 
个 a€ W', 在 V 上 存在 一 个 坐标 系 (U,m), 使 得 若 p(x) 二 (x1,…， 
*w) 我 们 即 有 
WNU= {rEUlrn 一 一 xn 一 0 
这 里 > 是 一 个 固定 的 整数 ,满足 0 所 委 2， 则 WW 其 有 一 个 自然 的 
cx 流 形 结构 ,并 且 , 从 矿 到 下 中 的 内 射 使 玉成 为 六 的 一 个 子 流 形 . 
其 证 明 是 很 容易 的 , 略 去 不 证 ， 
2.5.4” 注 ”相应 于 2.5.1-2.5.3 的 定义 与 注 适 用 于 实 的 和 复 的 解析 
2.5.5 推论 令 了 是 一 个 C*( 实 解析， 复 解析 ) 流 形 ，f，*……， 
fo(1 PP 二 8) 是 V 上 的 Ct( 实 解析 ,全 纯 ) 消 数 . 令 
= {xEVI) = fr) = 0}, 
省 假设 对 于 所 有 ee WW，(df)。，*…*，(4js)。 是 线性 无 关 的 。 则 
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(上 2 是 内 射 映 射 D) 是 维 数 为 # 一 了 信人 的 一 个 Ct( 实 解 折 ， 
复 解 析 ) 子 流 形 ， 

这 是 命题 2.5.3 和 秩 定理 2.2.11 ,2.4.9 的 一 个 直接 推论 ， 
2.5.6 例 wz 维 球面 5* 忆 RY 由 

Ss" 一 {z 一 (xy xa) ER 二 + 二 x 1} 

所 定义 。 因 为 车 秦 x*) 二 如 十 十 名 一 1, 则 对 于 a€ 5*, 我 们 
有 (af), 闫 0, 因而 由 推 沦 2.5.5, 8* 具有 一 个 自然 的 实 解析 结 梅 。 

一 般 地 ， 若 《所 , 站 是 下 的 一 个 子 流 形 , i 不 一 定 是 从 斑 到 
{WW》 上 的 一 个 同 有 凸 Gi(WY》 具 有 由 所 诱导 的 拓扑 )。， 现 在 我 们 
来 寻求 关于 i 的 条 件 , 它 使 i 为 一 同 凸 . 
2.5.7 定义 令 了 和 了 丈 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 一 个 连续 映射 
fi:V -> 歼 称 为 局 部 常态 的 ， 若 对 于 每 个 we 大)， 在 焉 中 存在 尼 
的 一 个 紧 分 域 K, 使 得 广 (K) 是 紧 的 . f 称 为 常态 的 , 若 对 于 丈 中 
任意 紧 集 玉 、 广 (天 ) 是 紧 的 ， 

众所周知 ,一 个 常态 映射 将 下 中 的 闭 亿 映 为 中 的 闭 集 ( 参 阅 
Bourhaki [1965])， 由 此 容易 得 到 ， 一 个 局 部 常态 映射 大 下 一 多 
是 常态 的 , 当 且 仪 当 1(V ) 存 Ww 中 是 闭 的 . [自然 ; 任 一 常态 映射 是 
局 部 常态 的 .了 
2.5.8 ”命题 令 V 是 一 个 0* 流 形 ，( 玉 V,i?) 是 了 的 一 个 子 流 形 
若 式 上 沙 ) 其 有 由 人 所 诱导 的 拓扑 ， 则 ， 跨 射 iW 一族 ) 是 从 下 
到 并 了) 上 的 一 个 同 昧 , 当 且 仅 当 i 是 局 部 常态 的 ， 

证 明 首先 假设 i 是 局 部 常态 的 。 则 给 定 se 克 ， 在 下 中 存 
在 一 个 式 a) 的 紧邻 下 天 ,使 得 天 (KK) 是 紧 的 ， 因 而 (Kk) 是 a 
的 一 个 紧邻 域 ， 然 而 

i KK)—> KN ) 

是 一 个 连续 的 双 满 映射 ， 它 把 一 个 紧 Hausdorff 空间 映 到 一 个 
Hausdorff 空间 上 ,因而 它 是 一 个 同 腑 映射 。、 显 然 , 这 获 涵 着 门 是 
连续 的 、 
1 见 第 73 页 注 1)、- 一 - 译 者 注 
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现在 假设 i;:W 一 式 环 ) 是 一 个 同 胚 映射 . 则 车 ae W ,并且 6 
是 “在 三 中 的 一 个 紧邻 域 ， 那 么 式 C) 就 是 i(a) 在 并 到) 中 的 一 
个 紧邻 域 。 因 而 在 在 一 个 了 上 中 的 开 集 DD, 使 得 

i(a)€ DNi(W )Ci( CY). 
令 K 是 i(a) 的 一 个 紧邻 域 ,KCD， 显 然 ， 
KNiAWICDNICOW CC). 

因为 i 是 内 射 的 。 因 此 上 述 包 含 关系 药 涵 着 i《(K)CC， 关 而 
2 天 ) 是 紧 的 ， 
2.3.9 定义 TT 的 一 个 子 流 形 1CW , 门 } 称 为 闭 的 ,如 果 对 于 表示 
此 子 流 形 的 每 对 (WW, 站, 映射 i;:W 一 V 是 常态 的 ， 

注意 , 若 (W', 7) 等 价 于 (WwW ,2), 并 且 i 是 常态 的 , 则 7 也 
是 常态 的 ， 

现在 我 们 来 给 而 不 保持 拓扑 的 子 流 形 的 一 个 例子 。 这 个 例 要 
用 到 属于 Kronecker 的 下 述 定理 ， 我 们 对 此 定理 不 加 证 明 ， 它 的 
一 个 更 强 的 结论 的 既 漂 亮 又 简单 的 证 了 明 由 Weyi [1916] 给 出 ， 
2.5.10。” ”Kronecker 定理 令 1， ……，1。 是 实数 ;它们 在 整数 环 忆 
上 是 线性 元 关 的 。 令 

T*=SX .XH= {em, +, es) | € RR}, 
并 令 £: 各 一 了 "是 映射 
' 1 一 ->( er - ein!), 
则 x 是 ) 在 T* 中 向 
2.5.11 例 环 面 77 一 SX -XS5!, 2 之 1， 是 一 个 # 维 解析 
流 形 、 考 虑 上 面 定义 的 鼎 射 x*。 它 是 内 射 的 ,因为 若 *(4) 二 rl42)， 
册 
A Oo hi 2am 1 2, 1 = 1,* 7 


若 纪 关上 且 若 克 ，…, 勾 ; 是 不 全 为 0 的 整数 , 鸽 得 


2 kmi 一 Os 
则 我 们 有 
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[人 bp Kid; 一 0， 


这 与 诸 1 在 之 工 是 无 关 的 这 一 假设 和 矛盾 。 [因为 x > 1， 所 以 具 
有 上 述 性 质 的 诸 如 存在, ] 此 外 , 对 于 任何 a€ R, rank(dx), = 1。 
由 此 即 得 (7T”"，。«) 定义 了 一 个 子 流 形 ， 但 是 “不 是 局 部 常态 的 。 
因为 若 否 。 即 得 任何 zee CR) 一 5 有 一 个 邻 域 ,使得 Sm 已 在 
U 中 是 闭 的 《因为 一 个 常 坊 映射 将 闭 集 映 为 闭 集 )。 因为 由 定理 
2.5.10, 5 在 7" 中 稠 ,因而 Sn 一 UV, 这 就 蕴涵 着 5 是 开 的 。 但 
是 由 于 w 之 1， 所 以 5 不 能 包含 7T" 的 开 子 集 ( 例 如 ， 由 于 引 理 
1.4.3 )。 

下 面 三 个 命题 将 一 个 5 子 流 形 的 结构 与 "大 ”的 流 形 的 结构 
联系 起 来 了 ， 
2.5.12 命题 令 V 是 一 个 C* 流 形 , (WV, 让 是 VV 的 一 个 子 流 形 . 
令 M 是 任 一 C* 流 形 , 1:; M -> W 是 一 个 连续 映射 则 是 C* 的 ， 
当 上 且 仅 当 iof:M 一 VV 是 C* 的 ， 

证 明 令 se 琴 ; 选取 4 处 的 一 个 坐标 系 《U,p), i(a) 处 的 
一 个 坐标 系 (UV, gp'), 使 得 若 ? 

PK) = xs Xm)s PH) = (ts, Ws 
则 gp'oiog "|pLU) 即 为 映射 
《zi tm) (rs tm 0 0). 
昌吉 pofly) = (pr 0, Im) 
Cy€ f(DU), 1(U) 是 开 的 ,因为 f 是 连续 乓 ), 我 们 就 有 
goiof(y) = (Cys je 0 0), 
而 我 们 的 命题 只 是 断言 
y—t>(y, yn0 0) 
是 C 的 ; 当 用 仅 当 
?一 (yo 

是 C 的 ， 


1)》 原文 将 F(t) 二 《tn)》 误 为 《UD) 一 (es yi) 一 译 者 注 
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2.5.13 命题 令 V 是 一 个 C 流 形 ,(W, 让 是 PV 的 一 个 C* 了 于 流 
形 ， 一 个 a€ 开 处 的 连续 琢 数 菠 g, 是 C* 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 
5 一 (a) 处 的 C* 函数 车 Cs, 使 得 Gsoi 二 8。 有 反之 , 车 i 是 一 个 
从 C* 流 形 到 到 C* 流 形 玉 中 的 连续 内 射 ,具有 上 述 福 质 , 则 (W ,i) 
是 V 的 一 个 子 流 形 ， 
证 明 假设 (W, 站 是 一 个 C* 子 流 形 ， 选 取 a€ 处 的 坐标 
系 (U， 中) b= i(a) 处 的 坐标 系 (U', 9 )， 使 得 PU), PC 分 
别 是 R”, R* 中 的 立方 体 ,并 使 得 goiop '|pLU) 就 是 映射 
A xm)—t>(x1, Oe i dd 
那么 ,如 果 gt C*( 上 U5), 并 且 用 
Gop (x * °° xa) = gop xis + Ym) 
定义 GE CA(U'), 显 然 ,我 们 有 Goi 二 g。 命题 的 第 一 部 分 就 立刻 
得 到 了 ， 
反之 ,假设 i: WV 是 一 个 连续 内 射 ,使 得 在 ee Ww 处 的 C* 芽 
的 集合 即 为 全 Goi 的 集合 ， 其 中 G 遍 及 5 二 i《a) 处 的 C* 芽 的 集 


心 . 
局 。 


首先 ， 我们 断言 i 是 一 个 Ct 映射 令 a。EW,5 二 i 放 a), 并 
令 (TU',， gp') 是 5 处 的 一 个 坐标 系 ,， p(w) 二 (ty，*…*，tn)。 则 
goi| 语 pV ) 是 映射 +4>《x1，*… xs), 其 中 x 二 wjoi。 因 为 
zi EC ED) 因而 由 假设 ，z;€ Ce (VU')); 这 意味 着 工 是 一 个 
Ct 映射. 

其 次 ,我 们 断言 , 若 se W, 8 一 区 sa)， 则 存在 “ 的 一 个 邻 域 忆 
利 & 的 一 个 邻 域 D' ,以 及 一 个 C* 映 射 z:D' 一 DD, 使 得 pei 一 ido。 
令 (U, 中 ) 是 a 处 的 一 个 坐标 系 ， p(x) = 《xi ‘a), 由 假设， 
若 避 是 够 小 , 则 在 5 的 某 个 邻 域 UV'" 中 存在 C* 函数 p;, 使 得 :(U) 
CUV', 并 日 pyoi = x;。 我们 假设 U,V" 如 此 小 ,使 得 在 VU 上 有 坐 
标 g。 显然 ， 如果 4 一 《名 pw)， 则 我 们 可 以 选取 二 的 一 个 
邻 域 DD, 使 得 CD’)CU, 其 中 ?= 二 gq 109， 显 然 , pof 是 < 的 一 


1》 原文 将 台 误 为 4， 


cy 
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个 邻 域 中 的 恒 等 上 映射 ;特别 , 若 Dp’ 足够 小 ， 则 p(D') = D 在 玉 中 
证 开 的 ;并且 poi 二 idp. 

我 们 有 px,s07x, 一 idzuem《 由 注 2.2.1), 因 而 ,特别 有 ixw 是 内 
射 的 ， 

2.5.14 命题 令 了 是 一 个 有 可 数 基 的 C* 流 形 ,《 玉 ,i) 是 一 个 闭 
的 Ct 子 流 形 ( 即 ,i:W ->V 是 一 个 常态 映射 )，。 则 对 于 访 .上 任何 
C* 滔 数 g, 存在 VV 上 的 一 个 C* 消 数 G, 使 得 g 一 Goi. 

证 明 令 W'= 二 放 W)， 则 Ww' 在 PV 中 是 闭 的 。 对 于 每 个 
“EW', 存在 4 在 V 中 的 一 个 邻 域 上 和 口上 的 一 个 Ct 函 数 Co， 
使 得 在 上 (DJ) 上 Goi 二 g; 这 从 命题 2.5.13 和 i 一 WV' 是 一 
个 同 胚 这 一 事实 即 得 。 考虑 了 的 升 覆 盖 {U,V 一 W'}ewr。 由 定 
理 2.2,14, 存在 一 个 从 属于 这 个 开 履 盖 的 单位 分 解 {76, #1}, 即 , 
上 的 C* 函数 族 {m5}, 使 得 9 5 宇 0, supp(3)C Ussuppt7) 必 
7 一 W', 它们 的 支 集 构 成 一 个 局 部 有 限 族 ,并 且 


nx) 十 >) mlx) = 1 


我 们 用 


nx) Gx) xE U,, 
h(x) 一 sgU, 


定义 加 & CXCV), 则 {suppCh)) 是 局 部 有 限 的 ,因而 


G= > he CV). 
Hu€EW? 


若 w€ 斑 和 和 
A= {a€éW’'|i(w) te U,}, 
则 我 们 有 
> ni )) = ni )) + 2 vt 一 | 
因而 


Goilw) = D>) GAi(w) nli(w)) 


EA 
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= g(1) > ni)) = gw), 


2.5.15 注 对 于 实 流 形成 复 流 形 及 相应 的 映射 和 遂 数 ， 命 题 
2.5.12 ,2.5.13 及 它们 的 证 明 仍 然 成 立 。 对 于 (共有 可 数 基 的 ) 实 解 
析 流 形 和 解析 函数 ,命题 2.5.14 成 立 ，。 然 而 要 证 明 它 是 很 难 的 ; 僚 
阅 Cartan [1957] 和 Grauert [1958]，。 对 于 复 流 形 ( 和 全 纯 图 数 ), 相 
应 的 命题 一 般 是 不 成 立 的 、 使 得 这 样 的 命题 成 立 的 一 个 很 重要 的 
表 形 (如 于 Oka [1936]) 将 在 稍 后 一 些 被 论 及 (参阅 定理 2.14.9). 
2.5.16 注 车 人 是 一 个 Ct 流 形 ，(W ,i) 是 FF 的 一 个 闭 的 于 流 
形 ,， mm 是 了 上 的 一 个 -形式 、 则 我 们 用 wlW 表 示 玉 上 的 形式 
i*(00). 


$2.6. 外 微分 运算 


令 『 了 是 一 个 C* 流 形 ,太守 2。 并 令 A?(V ,1) (p> 0,0 志 fr 过 
&) 表示 上 所 有 的 了 次 C7? 微分 形式 的 集合 。 若 p 二 0， 则 对 于 
0 志 + 二 久 AMV ,r+) 表示 VV 上 所 有 C7’ 函数 的 集合 ， 我 们 现在 要 
讨论 的 结果 对 于 实 值 的 函数 和 形式 以 及 复 值 的 国 数 和 形式 也 是 对 
的 . 
2.6.1 定义 一 个 外 导数 ?4 一 dv 是 一 个 对 应 , 对 于 每 对 (p, 7?) 
( 当 了 了 之 0 时 1&r 之 二 当 户 二 0 时 1 和 + 所 们 , 它 相 应 于 一 个 映 
训 4A?P,?) 一 A4?H(V ?一 1), 满足 下 面 一 些 笨 件 : 

(a) 对 于 每 个 和 +, 4 是 尽 ( 或 CC) 线性 的 . 

《b) 若 f€E ANXV ,r+), 1 所 rf 所 则 df 是 一 个 1- 形 式 w， 如 
下 定义 : w(a) 一 (df 一 了 在 了 (7) 中 的 像 . 

Cc) 若 je4d7:r) 2s 生 rs 魏 &， 则 我 们 有 2df 二 0. 

(d) 车 meE dr)y wr€ AMTV,r), 则 

do A 03) = do A t+ (—1)w, 人 dp。 
在 证 明 外 导数 的 存在 性 和 人 崔 一 性 之 前 ， 我 们 先 来 推导 《a) 一 


1) 有 的 书 中 称 为 外 祯 分 《exterior differential). 一 一 译 者 注 
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(d) 的 某 些 推论 ， 
2.6.2 命题 4 是 一 个 局 部 算 子 ， 次 言 之， 车 we Adr(V,?), 并 
且 对 于 人 中 的 某 个 开 集 UV, wlU = 0, 则 dw|U == 0. 

证 明 令 a€ UU, 并 令 f 是 FP 上 的 一 个 Ct 函数 ,在 4 的 一 个 邻 
域 中 f= 0, 在 VV 一 如 的 一 个 邻 域 中 == 1( 推 论 2.2.15), 则 w= 
fo。 因 而 

dw = (adf) Nw + fA dow, 
然而 在 的 一 个 邻 瑾 中 了 一 0， 并且 ofe) 一 0, 因而 (dw》(a) 一 
0， 央 为 ae U 是 任意 的 ,这 就 证 明了 命题 ， 

注意 ,上述 f 的 存在 性 不 需要 人 有 可 数 基 这 一 假设 ,虽然 推论 
2.2.15 需要 此 假设 ， 上 事实 上 , 若 避 是 sz 约 一 个 相对 紧邻 域 ， 则 由 
推论 2.2.15, 存在 一 个 C* 淫 数 , 它 在 4 移 附 近 等 于 0, 在 V' 的 这 
者 8UV" 的 一 个 邻 域 中 等 于 1; 我 们 可 以 在 『 了 一 不 上 定义 为 1， 
2.6.3 命题 令 节 之 3,r? 守 2, 则 在 A?(V,r) 上 4 二 0, 

证 明 ”我们 不 妨 假设 p 之 1。， 令 a€V， 我 们 注意 、 阁 w€ 
AXV ,r+), 则 我 们 可 以 找到 一 个 Pp- 形 式 wm', 它 是 型 如 
2.6.4 gdgN\.:*Ndges EEC(V), gE CV) 

的 形 式 的 一 个 有 限 线性 组 合 ,使 得 在 的 一 个 邻 域 中 wo 一 w' 一 0. 
事实 上 ,着 (UDU,q) 是 “处 的 一 个 坐标 系 D。9p(x)] 一 《za xn)， 
并 且 

w(x) 一 之 f(x)dx,, N\ 人 Ndxrj,s 


= {hs 1277 一 
则 我 们 可 以 把 w” 取 成 由 下 述 方式 所 得 到 的 形式 ， 在 吧 的 上 述 表 
示 中 用 3 代替 所 ,用 nx; 代替 x,, 其 中 79&€ CV ), 在 4 的 一 
个 邻 域 由 w 二 1， 并 且 % 有 包含 在 口中 的 紧 文 集 ， 因 而 ， 由 命题 
2.6.2, 只 需 证 明 , 若 有 (2.6.4) 型 , 则 Ww 一 0。 然 而 由 关于 ?的 
归纳 法 和 条 件 2.6.1。c, d, 我 们 有 
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dldg A*** Mdgs) = 0, 

为 而 条 件 3.6.1.d 给 出 

(gd8 人 人 dep) = dag)AMdg NNdgr=0 
《最 后 一 步 是 由 于 条 件 2.6.1.c). 
2.65 定理 若 了 是 一 个 Ct 流 形 , 太 实 2, 则 外 导数 存在 ,并 且 晨 
俯 一 的 . 

证 明 唯一 性 : 令 d, 0 是 两 个 外 导数 。 钻 条件 2.6.1.b， 若 
fe Cr(P)， 则 2 = df; 此 外 , dis di 都 是 局 部 算 子 ， 因 而 只 需 证 
明 : 在 任意 给 定点 a EV 的 一 个 邻 域 中 dw 一 2eo。 然 而 ;在 < 的 
邻 域 中 心 等 于 (2.6.4) 型 的 形式 的 一 个 有 限 线 性 组 合 。 因而 , 由 命 
题 2.6.2, 只 需 证 明 

di(gdgN\:-" Ndg») = dgdg 人 和 人 dp) 

但 是 仍 巾 关于 上 2 的 归纳 法 和 条 件 2.6.1.c, d, 我 们 有 

di(gdg\'*" Ndgr) = dgAadguA\:"Ndgp, j=1,2. 
这 就 证 明了 唯一 性 ， 

存在 性 ; 由 于 上 看 所 证 明 的 唯一 性 , 以 及 命题 2.6.2， 只 需 证 

骨 当 了 是 C* 微分 同 胚 于 以" 中 的 一 Ul ni 

可 ， 令 p:V -> 2 是 一 个 C 微分 同 有 耳 , p(x) 二 (x4, xo). 任 
何 oe A?CV ,rf) 可 被 唯一 地 写 为 下 述 形 式 : 


tof yx) 一 >3 CLLI Ns 和 人 dxip 
J 


二 [ia “5 1， 之 jp fy€ CV), 
我 们 定义 


do = D> df/N\dxi, Me* Ndri,, 
J 


其 中 ij 由 条 件 2.6.1.b 所 定义 ,显然 ,这 个 算 子 满足 条 件 2.6.1.a,b. 
至 于 条 件 2.6.1.c, 由 命题 2.1.11', 我 们 有 


Ce > (2) fa, 


a 全 和 


对 


' 
和 
uf 


™- HE Bd 


vl el 


[有 a-): (如 es 


因为 问 量 场 (8/Bx4), (8/Bx,) 的 Poisson 括号 为 0. 
为 了 证 明 条 件 2.6.1.d, 我 们 可 以 假设 
ty = dn Ndar,, 0 一 Fat 人 A driei 
我 们 记 ol = hdxy, cz 一 fdxrx， 我 们 有 
ol 人 oo 一 (hh)axry Maxx. 


Cn- 训 信 (EE) (EE) J 


由 定义 ,显然 有 
Ge 人 oa) = a(ff) Adx) Adrk 
> {Caf)p 十 hlap)? Nar] Nadxrk 
= dj NarjAfdxx t+ (1)fdriN\ (dh)N arg; 
其 中 我 们 利用 了 
dlffi) 2 (df )f 二 fap) 
这 一 事实 以 及 下 述 事 实 : 若 忆 是 一 个 辐 是 空间 ,其 我 们 省 
co 扩 c 六 入 cp 一 (= A ep 人 ceo 
er€ E, 0 之 了 垢 p. 
很 清楚 ,这 就 证 明了 条 件 2.6.1.4, 因而 就 证 明了 定理 2.6.50， 
我 们 已 经 注意 到 了 x(PF) 是 TATV) 的 对 偶 空间 (命题 2.1.11). 
因而 入 ?7T2(Y) 是 入 ?TAV》 的 对 侦 空 间 , 以 至 可 以 把 任何 一 个 


ws€ 人 ?了 #(V) 看 成 一 个 人 TA《V) 上 的 交错 多 重 线性 隙 数 ,并 且 ， 


v=i 


任何 一 个 p- 形 式 % 产 生 一 个 空间 

Xr = 中 凌 
的 交错 多 重 线性 映射 , 其 中 关 是 了 上 “Ct 向 量 场 的 空间 (参阅 命 
题 2.4.3)， 它 在 C 天数 的 环 上 是 多 重 线性 的 。 


“一 一 一 
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2.6.6 命题 举荐 一 个 ELp- 形 式 ，X XpoHE 关 则 本草 
Ado: 一 玉 R 是 环 5《F)) 由 
p+ 


(dw)(Xis ,Xpti) 一 > (— 1 TX,(wlX, “… 


+ 一 1 


Xp+1)) + > (—1) rw( [Xr., X,), 


X1, 0 二 二 0 MX) 


所 给 出 ,这 里 在 X。 上 的 符号 和 意味 着 这 一 项 不 出 现 . 
由 于 这 个 命题 的 证 明 中 的 计算 太 元 长 ， 因 此 我 们 只 在 p= 二 1 
的 情形 加 以 证 明 ; 一 般 情形 中 的 一 个 证 明 一 一 从 一 极 不 相同 的 观 
点 而 得 到 的 一 一 给 出 于 Koszul [1960j。 事 实 上 ，, 在 那里 这 个 公 
式 是 作为 外 导数 的 定义 的 ， 
p 一 1 时 命题 6.6 的 证 明 只 需 在 任意 一 点 的 邻 域 中 证 明 这 
个 公式 即 可 ; 这 样 ， 我们 不 妨 假 设 w 一 hah, 其 中 fe CCF)， 
he CX(V)。 并 且 ,我 们 有 dw 二 (dh)A(df)， 这 就 得 到 
(df CX) (af) X) 
Cf NF)Xis Xi) = det ( 1 2 
XI 天)XA 六 ) XIXAH) 
一 XA[fXA(f)] 一 Xf Xf)!] 
fiX1( Xf)) 十 hxXA Xf)) 
2 Xi(w( Xi)) 一 Xo(X1)) 一 cf [XU X23]), 
2.6.7 命题 令 V,W 是 5 流 形 , 天 一 开 是 一 个 上 映射 ， 则 
若 % 是 所 上 的 一 个 产 形式 ,我 们 好 有 
2.6.8 dvf (0) = fF (dw ); 
这 里 dy, ar 分 别 袁 示 了 上 和 环 上 的 外 导数 . 
证 明 只 需 在 W 是 C+ 微分 同 胚 于 R” 中 的 一 个 开 集 时 证 明 
这 个 结果 则 可。 此 外 ,由 于 
Fr:A(W) > A(V) 
《所 有 微分 形式 的 空间 ) 是 一 个 代数 同 态 ,并 由 于 条 件 2.6.1.d, 因 而 


* De “ 


只 明确 


nm 


ET dh 


只 需 对 于 4(W ) 的 一 组 元 素 证 明 (2.6.8) 即 可 ,这 里 , 4(W ) 作为 
一 个 代数 ,这 组 元 素 生 成 4CW)。 因 为 下 微分 同 且 于 RR? 中 的 一 个 
开 集 ， 因 而 元 索 组 {8, dg}, 其 中 hE CIW ), gE Ct(W), 就 是 
这 样 一 个 组 。 

由 芒 的 定义 ， 

jt (Cah)na = alhof),, 
已 给 出 了 当 @ 二 时 的 (2.6.8)、 若 w 二 dg, 则 
f*(dww) = 0, dvf*(w) = dy(dy(g°f)) = 0., 
这 就 证 明了 命题 ， 
2.6.9 ”定义 C* 流 形 V 上 的 一 个 微分 形式 避 称 为 闭 的 ， 着 do 一 
它 称 为 正 合 的 , 若 存在 一 个 微分 形式 mw'。 使 得 do' 一 w; 这 里 

w, 0 是 C*7 1! 的 ， 

若 V 是 一 个 C” 流 形 ， 我 们 用 Z*《V) 表示 闭 的 -形式 的 集 
合 ， 用 Br?《V)》 表示 正 合 p- 形 式 的 集合 。 由 命题 2.6.3, 我 们 有 
BV)CZ?V)。 次 

HA(V) = ZV )/ BV) 

称 为 了 的 de Rham 上 上 同调 群 . de Rham 的 一 个 基本 的 定理 断言 ,这 
些 群 是 的 拓扑 不 变量 ， 即 , 同 胰 的 C” 流 形 有 同 构 的 de Rham 群 . 
其 讶 有 晤 可 参阅 Weil [1952]. 

现在 我 们 来 考察 复 流 形 上 的 外 导数 ， 念 站 是 一 个 复 流 形 ， 
aE€V， GAV,，a) 是 “处 《〈pP， 9) 型 的 余 向 量 空 间 。 我 们 用 
of ?QV) 表示 上 (pp, 9) 型 的 所 有 C” 形式 的 空间 ; 则 


.AV) 一 >) (Dy) 


是 了 上 所 有 复 值 微分 形式 的 空间 。 和 以 前 一 样 , 我 们 可 以 定义 具 
有 性 质 2.6.1.a-d 的 外 导数 d; .er(F) ~> .er(7)， 事 实 上 ， 
AV)= A(V I aC, 
因而 前 面 定 义 的 算 子 2 可 以 开拓 到 ,ey (WV) 上， 
着 1€ C~(V,C),aEV, 则 
(qaf),€ Sp 一 SBE 


Ol « 


因而 
Caf) 去 《6f )。 十 《5 门 。， 


其 中 

(Bf € EEAV, a), (Of) € FEV, 0), 
因而 外 导数 

df = 1 + 0, 

其 中 

fe ww '(V), Of€ A"™"(V). 
我 们 断言 
2.6.10 de "AV IC ?LAV) + .apatt( V). 


这 是 一 个 局 部 问题 , 因而 我 们 不 妨 假 设 V 是 一 个 坐标 邻 域 U， 令 
分 (2) 二 (#4,"…* ,xa) 是 口中 的 复 谷 标 、 则 ,4”(UV) 的 任何 元 素 
是 形 如 
wo = ds N*MNdri, Ndza N*MNdse 三 js 人 dzk 
的 元 素 的 一 个 有 限 线性 组 合 。 了 但 是 
do' = (dl) MadsjN\asx =— Of Nd2aj hdzx 

十 (3 1)?dzy NOf A dx, 
它 显然 在 

i Oe 
之 中 ,这 样 , 若 ok .xx*%*《V), 我 们 即 可 用 条 件 
26.11 dom= Bo+ oo, Doe ef ?tHAV), OnE oy? NV) 
定义 8w, 5o、 显 然 , 3, 5 可 以 开拓 为 .er(8)》 上 的 C 线性 算 李 ， 
由 于 .ex() 是 直接 和 2 -ea(F)， 我 们 即 知道 2 二 0 这 一 
事实 等 价 于 
2.6.12 f=0, T=0, 65+650=0. 
此 外 ,车 -十 >5 表示 在 $2.4 中 定义 的 共 施 映射 F886 一 训 0 则 
我 们 有 

8f = 8(F), fe C*(y, C). 


DD 原文 将 $2.4 误 为 54- 一 一 泽 者 注 
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令 了 ，, 访 是 复 流 形 ,， 访 己 一 TY 是 一 个 全 纯 映 射 ， 令 ww' 是 六 上 
《P, 9) 型 的 一 个 形式 .由 命题 2.6.7， 

dy 产 (wo ) 一 六 (dvrio')5。 
OF (Ce) 十 HF (0 ) 一 并 (8 ) +t (Be ). 
然而 由 命题 2.4.12, 一 个 (py 9) 型 的 形式 在 一 个 全 纯 瞎 射 下 的 拉 
回 形 式 仍 是 (Pp, 9) 型 的 。 因而 上 述 方程 见 到 活着 : 当天 站 一 六 
是 全 纯 映 计时 ,有 
2.6.13 | f=, 6f* = f+*8, 
和 6.14 定义 ee 个 Se 若 名 是 
《Pp, 0) 型 的 ,并 月 Bo 一 0， 
2.6.15 注 ”一 个 函数 je CR)7 表示 一 个 0 次 全 纯 形 式 ， 当 
且 仅 当 是 一 个 全 纯 函 数 。 一 个 《P, 0) 型 的 形式 吧 是 全 纯 的 ， 当 
且 仅 当 对 于 每 个 复 坐 标 系 (DU, 99 人 sz) 一 (zi，-……, xn)), 中 有 表 
达 式 | 

o 一 > fdsi, AAA 人 di 7 = (11, ***, fo), 
i < 1ps 

其 中 诸 妨 是 全 纯 疼 数 。 这 些 结 果 是 下 面 的 注 记 的 直接 推论 ， 
2.6.16 注 注意 ,在 证 明 (2.6.10) 时 我 们 已 经 证 明了 , 若 在 一 个 局 
部 坐标 中 ,一 个 《p, 9) 型 的 形式 有 表达 式 


人 一 > fradz; Ndsk, 1 一 (fs | jp)， 
TK 


K= (ks Ra), fi < js < Ry, 
dzy 一 dz,, MN*** Ndsj,, dsx ms dzr, A A der 


6o = 2 2 (2 ~) fdas ds, Ndzks 
dw 一 bp > CD 人 (8 有 ) hazs A da, Adax. 
DR v Ty 


则 


1) 原文 将 产 (av 心 ) 误 为 六 (dw@m')。 一 一 详 者 注 


» OF 


$27. 定 向 


2.7.1 定义 令 了 是 一 个 ? 维 C* 流 形 , 外 之 1， 则 普 称 为 可 定向 
的 , 若 在 上 存在 一 个 处 处 非 等 的 连续 形式 w. 

若 了 是 连通 的 , wy, w; 是 两 个 处 处 不 为 0 的 2- 形式 ， 则 存在 
一 个 连续 咒 数 使 得 w, 一 fwi; 并 且 ， 或 者 处 处 f > 0, 或 者 处 处 
1 < 0。 落 对 于 所 有 x, f(x) > 0, 则 我 们 称 ws 和 os 是 等 价 的 ; 了 
的 一 个 定向 是 ”- 形 式 的 一 个 等 价 类 的 选择 。 一 个 可 定向 的 连通 
流 形 有 两 个 可 能 的 定向 。 令 VV 是 一 个 C* 流 形 , (Ui,gi); (Uj; gi》 
是 上 的 队 个 坐标 系 , 则 

pop :pAUN UI) > RR" 
是 一 个 C* 陕 射 ;我 们 令 
dikx] 一 dod qo ) (p(x) )}. 

2.7.2 ”命题 了 是 可 定向 的 ， 当 且 仅 当 我 们 可 以 找到 坐标 系 旅 
{(Ui, Pi)jieys 使 得 V 一 UUi, 并 且 对 于 x€ UiNnU(i, i€ .2 )， 
d(x) > 0. 

证 明 我 们 不 妨 假设 是 连通 的 。 令 是 一 个 处 处 非 零 的 连 
续 ”- 形 式 ， 车 (DC qs) 是 一 个 坐标 系 , q(x) 一 《x14s,"" ,xn), 我 
们 令 ou 一 dx 人.… 人 qdxs; 这 是 局 上 的 一 个 没有 符 点 的 -形式 . 
对 于 任意 一 点 a€ V, 我 们 可 以 找到 一 个 坐标 系 (Us, gs), a € Us， 
使 得 w 一 gc， 其 中 gs 是 一 个 连续 水 数 ， 当 x&€ U, 时 g(x) 之 0 
《如 果 必 要 的 话 ,我 们 用 qs(x) 一 《or ,Taiy 一 za) 代替 g(x) 
一 《x19 te- Ta))。 此 外 ,在 Us 门 Us 上 我 们 有 

Wa TT Cob tds, 

因而 在 UN Us 上 as 一 gg > 0. | 

反之 ,我们 假设 {Ui, qi)} 是 一 族 坐 标 系 ， 满 中 VV 一 UU;， 
并 且 在 UiN VU 上 ;之 0。 利 上 面 一 样 ; 若 p(w) 一 (ri ,Xa)， 
旭 我 们 定义 

wi; = dr N***A dx., 


站 D4 于 


令 {mi} 是 一 个 从 属于 {2 的 C* 单 位 分 解 ， 并 且 宠 义 :a 
i Dntos, 

显然 ， ww 是 一 个 Cr 1! 形式。 并 且 ， 车 gk. V, I 发 示 使 得 a € supp(7;) 

的 指标 : 的 集合 ( 它 是 一 个 非 空 有 限 集 为 则 我 们 有 


0 = Dek) = {DB Vik) a0), 


其 中 me 7 是 固定 的 。 因 为 
2 io) > ls 


以 及 对 于 任何 ?aav(e)>0， 并 且 wy 实 0, 所 以 我 们 得 到 (eo) 关 0. 
2.7.3 注 上 面 的 证 明 指 出 在 一 个 可 定向 的 C* 流 形 上 ,存在 一 
个 没有 零点 的 C*7! 形式 ， 
现在 我 们 考虑 了 上 的 #- 形 式 从 
A"T*(V) 一 U ATSCP) 

和 天 集 
日 一 {5€ A"*T*CV)l8e 人 "TSP)， 并 且 不 是 和 "TXCV) 中 的 堆 
元 素 }. 令 p: 日 V 是 映射 p25) 一 af5e 入 *T4(V))。 我们 在 
昌 王 定义 一 个 等 价 关 系 ~~: ~ 二、 若 四 二 p52), 并 且 有 一 
425, 其 中 4 > 0。， 令 产 是 瓦 关于 这 个 等 价 关 系 的 商 。 容易 知道 ， 
”是 一 个 Hausdorff 空间 ， 此 外 ,映射 p:H 一 了 诱导 了 一 个 连续 
上 映射: 戎 一 > 下， 
2.7-4 命题 映射 x: 产 -> 了 是 了 的 一 个 二 时 团 盖 , 即 , = 是 一 个 
覆盖 映射 ,并 且 对 于 任何 eey, r-Ke) 由 两 个 点 组 成 . 

证 明 令 oky,(D, 9) 是 一 个 坐标 系 ，se U, UU 是 连通 的 ， 
令 w% 是 UU 上 的 一 个 处 处 非 零 的 sw- 形式, 它 由 

wo 一 di 人 人 dx 车 p(x) 一 (nm -+ xo) 

所 定义 ， 令 (5D,) 是 具有 下 述 性 质 的 *& 六 的 集合 : <(2) 一 
x CED, 并且 w(x) EX(--w(lx)e 3?)， 显 然 ,xz 《VU) 一 U5, 并 
且 wlD; 是 一 个 映 到 忌 上 的 同 焉 ， 这 就 证 明了 结论 。 
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2.7.5 命题 令 少 是 一 个 连通 的 Cx 流 形 . 则 攻 是 可 定向 的 , 当 且 
仅 当 这 林 是 连通 的 ， 

证 明 令 人 是 可 定向 的 ,% 是 上 的 一 个 处 处 非 零 的 #- 形 式 。 
wm 是 一 个 连续 映射 信 一 有 ， 因而 诱导 了 一 个 连续 沁 射 而 : 攻 P.. 
显然 , xo5 一 过 v， 因 而 P 不 是 连通 的 ， 

若 关 不 是 连通 的 , 令 形 是 人 的 一 个 连通 分 枝 、 显 然 ,=| 计 一 
V 是 一 个 覆盖 映射 并且 ,存在 一 个 为 e 他 ,为 史 阔 ， 因 而 

{felz(F) = 二 向 )} 
只 包含 一 个 元 素 ， 因 为 z| 诊 是 一 个 覆盖 映射 ,这 就 副 涵 着 =: 密 一 
F 是 一 个 同 坚 . 

令 {(Ui, qi)} 是 一 族 举 标 系 ， 使 得 若 我 们 令 邮 一 des 人 
Adra(epi(z) 一 《xy xs))， 则 对 于 xe 0i, 我 们 有 wilx)E 市 ， 
并 且 了 一 岂 还 (这 样 的 一 个 族 是 存在 的 ; 落 对 于 某 个 x6s eo;(xo) & 
六 ,我 们 就 用 (ri Xs 一 xn) 代替 (xa ro))。 若 
在 UN Vj; 上 wi = diw,， 则 由 及 上 等 价 关系 的 定义 我 们 知道 ， 在 
UN UU; 上 di > 0。 因 测 ;由 命题 2.7.2,V 是 可 定向 的 
2.7.6 ”推论 ”一 个 连通 的 , 单 连 道 流 形 是 可 定向 的 ， 

这 是 命题 2.7.5 的 一 个 直接 推论 . 

显然 ,了 具有 一 个 自然 的 C* 结构 ( 例 2.1.7.b)。 可 以 证 明 , 总 
是 存在 《即使 当 了 不 是 可 定向 时 ) 一 个 -形式 8， 使 得 对 于 任何 
EYE P， 我 们 有 A(z) 一 4x#(5), x 二 x(*), 其 中 2 盖 0。 由 此 

见得 : 他 总 是 可 定向 的 . 


§ 2.8. 具有 边界 的 流 形 


令 R1 ee 人 (zas ST xs) € R"|x, 之 0}, 令 台 是 站 的 一 个 天 
子 集 ，Q 上 的 一 个 函数 f 称 为 是 C* 类 的 , 如果 存 在 民 ” 中 的 一 个 
开 集 Q' 和 一 个 隐 狼 FE Ct(0'), 使 得 F198 一 f; 可 以 类 似 地 定义 
从 避 到 RR” 中 的 Ct 映射 
2.8.1 定义 入 ?是 一 个 Hausdorff 括 扑 空间 、， 假 设 给 定 一 个 族 
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{CU,, gp)}), 其 中 Ui 是 VV 中 的 开 集 , qr 是 从 Vi 到 称 的 一 个 开 集 
上 上 的 同 胚 峡 射 , 使 得 对 于 所 有 i, 7, 爱 射 pyoqp7 站 [ptUiN 0D,) 是 Cs 
的 ， 则 我 们 说 这 个 族 在 下 上 定义 了 一 个 具有 边界 的 C* 流 形 结 构 . 
下 时 ,7 上 的 一 个 上 结构 是 具有 上 述 性 质 的 一 个 最 大 的 族 (Ui， 
Pi}. 

对 于 一 个 具有 边界 的 C* 流 形 (% 守 1), 我 们 可 用 如 对 于 通常 
的 C* 流 形 相同 的 方式 来 定义 C* 国 数 和 C* 蒜 , 切 向 量 , 微 分 形式 ， 
定向 ,等 等 。 我 们 假设 ,了 是 一 个 有 可 数 基 的 其 有 边界 的 C* 流 形 . 

我 们 考虑 元 素 f& Coh，a EV。 车 对 于 所 有 充分 接近 4 的 x， 
f(x) 实 0《 对 于 芽 f 的 某 个 表示 ), 则 我 们 记 为 1 守 0. 
2.8.2 定义 令 了 是 一 个 具有 边界 的 C* 流 形 。 我 们 说 一 个 点 
“ce 也 是 一 个 内 点 ， 若 存在 一 个 坐标 系 (D， 9)，ae U, 使 得 p(U) 
是 中 "中 的 一 个 开 集 ( 即 ,ep(Z) 不 碰 到 R= {C4 1,)€ Ri 
之 0} 中 的 集合 《4 一 0))。 一 个 点 称 为 一 个 边界 点 ， 车 它 不 是 内 
点 ,我 们 用 67 表示 了 的 边界 点 的 集合 ， 

注意 ， a EV 属 廿 6V、 当 且 仅 当 存 在 一 个 坐标 系 (UV ，p)， 
ae U, 使 得 pCUD)CR4,。 并 且 办 ee) 二 0。 关于 这 样 的 一 个 坐标 
系 , 我 们 有 

aVNU = (re 了 lm 一 0 其 中 p(x) 一 (xxo)}。 
显然 ， 从 Re 到 RR 上 的 加 射 《zi | a be) 2 诱 
导 了 一 个 从 69V 人 ND 到 R*7' 的 一 个 开 集 上 的 同 旺 ,我 们 用 内 表示 
这 个 疝 胚 。 再 者 ; 若 (CE 《大 9) 是 了 上 的 两 个 坐标 系 ( 使 得 
nnapy 名), 且 车 多 ,分 曾 表 示 定 义 在 0VN 人 ND 和 98V 人 VV 
上 的 相应 的 同 旺 映射 : 则 显然 

bog yuUNvYN er) 
是 C* 觅 射 
pop IpUNT) 

在 集合 4=0 上 的 限制 ,因而 它 本 身 是 一 个 C* 映 射 , 所 以 我 们 得 到 : 
2.8.3 ”命题 一 个 具有 边界 的 C+ 流 形 站 的 边界 具有 一 个 自然 的 
Ct* 流 形 ( 没 有 边界 ) 的 结构 ， 此 外 ,容易 知道 (有 肯 然 的 内 射 鼎 射 8V 
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一 使得) 8V 是 了 的 一 个 于 的 C* 子 流 形 ,因而 我 们 将 8V 在 et 
gyV 处 的 切 空间 了 《BF) 看 作 TT,(V) 的 一 个 子 空间 ， 

2.8.4 定义 令 V 是 一 个 具有 边界 的 C* 流 形 , 并 令 ee V. 一 个 
切 向 量 Xe TV) 称 为 正 的 《或 者 , 8V 的 一 个 内 法 线 )， 如 果 对 
于 任何 je ms 之 0， 我 们 有 X(f) 守 0， 并 且 ， 至 少 存 在 一 个 
FE ma 了 之 0， 使 得 X(f) > 0., 

2.8.5 注 令 4 是 VV 的 一 个 内 点 , 则 我 们 断言 ,在 4 外 不 存在 正 的 
切 向 量 。 事 实 上 , 若 fe mox, 了 0, 则 了 在 a 处 有 一 个 局 部 极 小 
值 ，RR* 的 一 个 开 集 中 的 一 个 C! 函数 ,在 茶点 处 有 局 部 极 小 值 , 则 
这 个 函数 的 诸 一 阶 偏 导 数 在 该 点 为 0, 从 这 一 事实 我 们 每 到 ,对 任 
何 XE TAV), 有 XX(f) 二 0. 

2.8.6 命题 令 a€ BV, 并 令 (U,p) 是 4 处 的 一 个 坐标 系 ,使 得 
PU)ITCR, pla)=0, 令 p(s) 一 【xi 3 ta) 并 对 党 扣 TA 


). 


~ 8 
光一 > Cy ( Be, 
则 站 是正 的 , 当 且 仅 当 ce > 0. 

证 明 若 1€ ms 了 之 0, 则 由 
g(x2, "~ Xn) = 1(0,x2,** xn) [p(x) 人 (x1s*** ,Xs)] 
定义 的 隧 数 ge mx(R*…!) 在 0 处 有 一 个 局 部 极 小 值 ， 因 而 对 于 
2 守 2， (gf Br,) 一 0. 中 此 取得 xt{f) = clOf Bx, ye 再 者 ， 
(各 一 四 1 0, «77 0) — KO, + 0)) 

Ss lim 和 天 人， 0,-…, 人 0) 之 0, 


Cs- 
如 x1 二 


由 土 述 这 些 即 得 命题 的 证 明 ， 
2.8.7 命题 若 ok BF7，,，Xi,X: 是 = 处 的 两 个 正切 向 量 ， 则 存在 
一 -个 X10， 使 得 X, 一 1 生 z6E T 人 BT )， 


此 外 


9 


证 明 车 (U, mm) 是 a 处 的 一 个 坐 乒 杀 。PCa) 二 0, 我 门 令 


及) < 2 (a). 
> Bx, /a 


Vt 


选取 1 > 0, 使 得 
cD 1c 一 个 

《由 命题 2.8.6, 这 是 可 能 的 ), 则 X, 一 4X,€ 了 了 (87). 
2.8.8 定义 一 个 元 素 ww€ 7T#(V) (ak 8V) 称 为 正 的 , 若 对 于 所 
有 下 的 XE TAV), o(X) 之 0. 

用 局 部 坐标 的 语言 , 若 (U, p) 是 4 处 的 一 个 坐标 系 ，qp(a) 二 
0, p(x) 一 《xz xy) 则 有 这 样 的 形式 :cladx1),，c 之 0， 
2.8.9 命题 VV 的 一 个 定向 诱导 了 67 的 一 个 自然 的 定向 . 

证 明 令 w 是 上 的 一 个 处 处 非 零 的 a- 形 式 。， 我 们 用 坐标 
系 族 (Ui , pi )} 覆盖 87 , 使 得 车 

wr 一 da 人 ,人 dz Tp C(x) 一 (zy + x0)], 
则 对 于 任何 》e Ut 和 任何 正 的 ce T#(V) (参阅 定义 2.8.8) ,我 们 
有 
< 人 or ?7) = — Aw(y), 
其 中 4 之 0 我 们 把 全 TY) 看 作为 人 ”7Y(7) 的 一 个 子 空 
间 》. 直接 可 得 在 U; 站 Uj 中心 一 dei 、 di; 之 0, 从 命题 2.7.2 的 
证 明 得 到 ,存在 一 个 6V 上 的 (# 一 1)- 形 式 w', 使 得 mi 一 giw'， 
其 中 ,在 Ui 中 8 二 0 
2.8.10 注 若 D 是 .C+* 流 形 人 VV 中 的 一 个 开 委 , 使 得 对 于 任何 a€D 
一 D, 在 VV 中 存在 一 个 邻 域 U 和 UU 上 的 一 个 C* 孙 数 g, 满足 
(dg),¥ 0, DNU = {x Ul|g(x) > 0}, 

则 已 是 一 个 具有 边界 的 C* 流 形 ， 并 且 , 8 万 与 D 的 拓扑 边界 8D 
二 D 一 已 是 一 致 的 . 

这 是 秩 定理 的 直接 推论 ， 
2.8.11 注 注意 ， 如 果 我 们 用 通常 的 mn- 形式 ax 和 …… 人 人 zx。 给 
RR? 以 定向 ,用 (w 一 1)- 形 式 dz 和 -人 dxrv 给 民生 以 定向 , 则 根 
所 命题 2.8.9 所 诱导 的 6R4 的 定向 与 通常 的 定向 相反 ， 


s YO 。 


$2.9. 积分 运算 


在 引进 任 一 可 定 商 流 形 上 的 积分 之 前 ,我 们 变 证 明 多 重 积分 
的 变量 代 换 公式 .下 面 的 证 明 是 属于 J. Schwartz [1954] 的 .。- 
2.9.1 定理 令 98,0 是 R" 中 的 两 个 开 集 ,4:0' 一 是 一 个 CC 
微分 同上 胚 . 则 ,如 果 f 古 一 个 连续 孙 数 , 它 有 缀 六 集 包含 在 0 中 , 那 
么 我 们 就 有 
2.9.2 | f(x)adxi* "dxn 一 |, fonly) ldet daCy) | ay dyn, 


(自然 , ldet 4d4(y)| 是 ? 处 的 微分 24h(y) 的 行列 式 的 绝对 值 )、. 

证 明 首先 , 在 是 一 个 线性 变换 时 我 们 来 证 明 此 定理 。 令 
所 表示 关于 民 " 的 典 则 基 的 矩阵 。 由 关于 初等 因子 的 定理 《 倒 
如 ,参阅 Bourbaki[1952]), 可 以 把 4 写成 为 有 限 多 个 矩阵 4, 的 乘 
职 ,每 个 4,, 或 者 是 一 个 对 角 和 矩 阵 ( 对 角 元 素 非 零 ), 或 者 是 一 个 初 
等 矩阵 , 即 , 相 应 于 下 述 一 些 线性 变换 之 一 的 矩阵 : 
人 

(xi TEs Kirts “to KTR—ty Tig TRF “3 Xs) 

[ 即 ,交换 x 和 x4, 7 三 不]， 
Cb) (xi Ky Xn) 
显然 ,只 项 对 于 这 些 变换 中 的 每 一 个 分 别 证 明 《2.9.2) 即 可 。 对 于 
对 角 和 矩阵 和 变换 (a), 这 是 Fubini 定理 的 一 个 平凡 的 推论 。， 对 于 
变换 (b), 我 位 有 


J fohly) |det dh Cy) ldy* + * dyn 

~ [ft ss te dd 
5 a Xe 上 fri 十 za ~» Xe) dx 
一 本 dry .dxa | 人 
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= 一 | ， fx)dxri xy 一 | flx)adxi" dr, 
为 了 证明 一 般 性 的 结论 , 现在 我 们 如 下 进行 。 只 需 证 明 : 对 于 具 
有 紧 文 集 的 任何 非 负 连 续 函数 户 我 们 有 
2.9.3 | a 人 下 


为 了 看 到 这 一 点 ,我 们 注意 ， 交 换 8, 2 ,并 对 于 变换 4 和 2 上 
的 函数 foh 应 用 (2.9.3)， 即 得 到 关于 非 负 了 的 (2.9.2), 由 于 具有 
紧 支 集 的 任何 连续 函数 是 两 个 具有 紧 支 集 的 非 负 连 续 函 数 的 天 ， 
这 就 给 我 们 以 一 般 情 形 下 的 (2.9.2)。 更 进一步 ,只 需 证 明 下 述 事 
实 : 若 2 是 一 个 包含 在 2 中 的 闭 的 立方 体 ( 各 边 相等 ), 则 我 们 有 


2.9.4 m(a(0)) < las dhCy) [dy * dye, 


其 中 m(3) 是 R" 中 可 测 集 3 的 Lebesgue 测度 。 
事实 上 , 这 蕴涵 着 (2.9.3), 因 为 紧 文 集 的 非 负 连续 函数 jx# 是 
有 限 线性 组 合 3c;Xo, 的 一 致 极限 ,其 中 cj 0,9, 是 闭 立 方 体 (各 
边 相 等 ), xs 是 $ 的 特征 函数 (在 3 上 等 于 1, 在 $ 外 等 于 0)。 
《2.9.4) 的 证 明 ” 令 K 是 0 中 的 一 个 闲 立 方 体 ， 各 边 长 等 于 
5， 若 好 = (ajj) 是 一 个 Xn 和 矩阵, 我们 令 


xl 一 max BD Non, 


当 了 是 单位 矩阵 时 ， 我 们 有 | 中 一 1。 若 1R" 一 R" 是 一 个 具有 
托 阵 太 的 线性 变换 时 ,我 们 记 | 一 上. 
映射 #*:8 一 8 由 # 个 函数 所 给 出 ,有 二 (加,， ja) 对 于 
x*, ?6 天 ,由 定理 1.1.9, 我 们 有 
hitx) 一 Aify) = >) 2 (5 多 2 一， 


i Ox 
其 中 ij€ 六 。 因而 
[ACx) — Cy) | (dA) ea 6 sup aha)ll, 


1) 原文 将 dct ep(y》 误 为 dct 所 y). 一 一 译注 
9 101» 


由 此 即 得 
2.9.5 mahCK)) SE s"lsupliaat a)l y” = m(K) sup aaCa)li". 


令 a€ ,1 是 RR" 的 线性 变换 , 它 由 
1™ = (dh)(a) 
所 定义 。 令 g 二 16， 由 关于 线性 变换 的 积分 等 式 (2.9.2)， 则 有 
m(g(K)) = \deti|l ml A(K)). 
如 果 我 们 把 (2.9.5) 应 用 于 变换 g, 我 们 就 得 到 
2.9.6 mChCK)) Sl det dla) | mCK)supllanCa) odhCy) bn 


显然 ， 当 8 一 0 和 肘 , 对 于 0 的 一 个 紧 子 集中 的 ,dh(a) "odh(y) 
一 致 地 收敛 于 工 因而 存在 一 个 函数 4:R! 一 R11, 使 得 当 5 一 0 
时 6) 一 0， 并且 

sup lahCa) dy 上 短工 十 8)，76E2， 


[0 是 2 中 的 一 个 闭 立 方 体 ]， 我 们 把 8 分 成 边 长 8 二 (8 的 边 
长 )/N 的 N? 个 立方 体 Kj。 令 ai& Ki， 由 (2.9.6), 我 们 邯 有 


m(h(O)) < >) mCaCKI)) 


< (1 +48)) BD) ldet ds(ui) | mlK). 
当 NN > co 时 , 石 端 收敛 于 


| [det da ly) dy -day 


这 就 证 明了 (2.9.4), 因 而 证 明了 定理 ， 

现在 我 们 米 讨 论 在 定向 流 形 上 的 积分 . 令 V 是 一 个 * 维 可 
定向 的 C* 流 形 (KR 之 1)， 它 可 以 有 地界， 也 可 以 是 没有 边界 的 . 
令 w 是 VV 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 4- 形式 。 我 们 假设 了 有 可 
数 基 ， 因为 我 们 假设 了 是 可 定 间 的 , 因而 在 了 于 存在 一 个 没有 有 零 
点 的 二 形式 mm， 令 (9)， 《U, 四) 是 两 个 坐标 系 《 它 们 上 其 有 和 柱 
同 的 U)， 我 们 记 

px) = tp 9), PO) = FY), 


» lI2+ 


0, 二 xi 大 “dr a, 一 dy 人 六 


0, = fion, fi€ CU), i= 1,2, 
和 这 样 选取 坐标 系 ， 使 得 fi > 0; 《如 果 必 要 的 话 ,用 一 zx， 


和 


或 一 代替 或 和)。 这 祥 的 坐标 系 称 为 关于 oo, 是 正 的 。 我 们 


1 一 gO = £20,, BiE CU), 1 二 1, 2. 
2.9.7 注 我 们 断言 , 若 g (因而 g,) 有 紧 支 集 包 含 在 了 中, 则 我 
们 有 


一 1 本 二 "1 
属 BP 4 < -| bt) gp 人 uh 


事实 上 , 若 我 们 令 
u(x) = det d(pop (Px)), xEU, 
则 我 们 有 
0, (Cx) 一 u(x)O (x), 
因而 x(x) 二 Cx)ff(x) 0。 这 样 , 我们 可 以 应 用 定理 2.9.1 和 
下 述 事实 : 
giop io(pog pr) a pp Cbs)) 
: 一 gp (bx)); 
这 就 得 到 了 论断 2.9.7。 
现在 我 们 可 以 定义 @ 在 VF 上 的 积分 了 。 令 {1(UVi, pi)} 是 了 上 
的 一 族 坐 标 系 ,VY 二 UUi, 使 得 若 0; 是 与 gi(x) 一 《za xn) 
相 联系 的 形式 dz 入 … :人 dx 则 在 U; 上 9; 二 fiem, 其 中 拓 之 0， 
令 {ni 是 从 属于 {Ui} 的 一 个 单位 分 解 。 令 
w= gi0; 在 Ui; 上 . 
我 们 定义 
2.9.8 |， 一 > oe Cp Er ax 
从 注 2.9.7 直接 可 得 ,(2.9.8) 与 坐标 系 族 {Ui, mi)} 和 所 选取 的 单 
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位 分 解 {3i} 无 关 ，。 此外, 若 o 是 与 m 定义 相同 定向 的 另 一 个 天 
形式 , 则 上 述 积分 不 变 。 

2.9.9 Stokcs 定理 令 了 是 一 个 具有 可 数 基 的 ” 维 定向 5C* 流 
形 。 令 o 是 了 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 C*( 一 1)- 形 立 。 则 我 们 有 


| oo 一 | dw, 
oy 多 


特别 ; 当 了 是 紧 流 形 时 ,上 述 公式 对 于 所 有 C! 形式 中 都 成立。 
证 明 令 4(Ui, qi)} 是 一 族 坐 标 系 ,使 得 
Oi = dri Mdrs = fie, 
Px) = (x1, ah， 
其 中 天 >0。 令 1 是 从 属于 {Vi} 的 一 个 单位 分 解 。 我 们 只 需 
证 明 


人 oo 一 | ao). 
考虑 两 个 情形 . 
情形 1。 假设 Wim ep 二 多; 则 (D2) 是 R" 中 的 开 集 ， 并 
且 
我 们 可 以 假设 Ui 是 R" 中 的 一 个 开 集 (由 注 2.9.7)， 令 
mo 一 BD gidn A NdeIN Aden 
其 中 在 dx} 上 的 符号 个 意味 着 dxj 不 出 现 , 则 我 们 有 


区 a | 

do) = DAtra A A drs, 
j= Oxi | Se 

因此 

(dm) =— > | De 

ni 。 0 Bx 1 全 


ij=1 


这 是 因为 对 于 每 个 1/, g; 有 紧 文 集 ,因而 
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| Ogi dx; = 0. 
RO 


情形 二 ，。UiN8V 关 好 。 在 此 情形 ,qi(Ui) 是 R' 中 的 一 个 
开 集 ,并且 


pAUN Nt{r EE Rix -= 0} 2. 
我 们 可 以 表 一 次 假设 U; 是 R? 中 的 一 个 开 集 。 如 在 情形 I 中 一 
样 , 若 


ea ~ 
中 一 之 | gidrif\*** NdrN :AMarn, 


d(nio) = > (Dm dA .人 drn， 
到 我 们 有 
Og; 
司 4 一 0 车 了 天 1， 
并 且 , 当 j 关 1 时 ， 


gidxiuh\ ee ‘Adrn|9V = 0 
《参阅 注 2.5.16)。 此 外 ， 


| ja 二 dx dx 一 人 sr | wi 小 dx1 
一 人 gai(0，xz3，- xn)dra “dre, 
因而 
本 一 | RiKCO， x ***» Xn)dx2"" dx 


= He 
| 亚 


(参阅 注 2.8.11)。 这 就 证 明了 定理 ， 


$2.10. 单 参数 和 群 


在 本 节 中 广 表示 一 个 具有 可 数 基 的 * 维 C* 流 形 ,* 之 3。 


+» 1053% 


2.10.1 定义 令 g: 怀 x->T 哨 一 个 C' 上 映射。 对 于 1e 是 , 令 
81:V 一 VV 是 有 映射 x- He x*)。 我 们 称 £ 是 TV 的 C' 蛮 换 鬼 一 个 
单 参数 群 , 若 对 于 每 个 * 8&: 是 一 个 从 了 到 了 上 的 C" 徽 分 同 且 ,并 
生 对 于 pe 尺 , 我 们 有 
上 + 一 0855 
特别 , & = ldy. 
仿 U 在 V 中 是 开 的 ， 令 se04 和 1 二 {1€ RI|:| < 二 se}. 令 g: 
1 XU 一 V 是 一 个 C' 映射, 8.:U 一 了 是 如 上 所 述 的 映射 + 一 -> 
gt x). 则 称 8 是 从 局 到 7 中 的 6 变换 的 一 个 局 部 单 参 数 群 , 若 
对 于 每 个 :€ 1, 8， 是 一 个 从 也 到 了 的 一 个 开 子 集 上 的 《7 微分 同 
有 是 ,go 是 恒 等 映 射 ， 并 且 对 任意 的 *，!，* 十 4< 1， 和 任意 的 +， 
SICz) EU, 我 们 有 
grril%) 一 grogs(%). 
令 g:1 XU 一 了 是 一 个 C" 变换 的 局 部 单 参 数 群 我们 如 下 
地 定义 一 个 上 上 的 C""! 向 量 场 X 一 次。 
令 aEU, fe Ce， 我 们 令 
CO 


注意 , 因为 go 是 恒 等 映 射 ， 因 此 对 二 足够 小 的 1、 g,(4) 接近 于 。. 
反之 ,我 们 有 : 
2.10.2 命题 令 X 是 V 上 的 一 个 Ct-! 向 量 场 ,ae 了 ， 则 存在 < 
的 一 个 邻 域 已 和 从 忆 到 中 的 变 执 的 -- 个 局 部 单 参数 群 。 使 得 在 
U 上 XX 由 所 诱导 , 即 ,在 0 上 XX 一 XX. 

证 明 只 需 在 V 是 R" 的 一 个 开 集 的 情形 下 证 明 这 个 命题 即 
可 ， 令 向 最 场 X 由 

XO = BD ot (EE) rer 


Ver 一 工 


所 给 出 。 由 定理 1.8.12， 存 在 一 个 8 > 0 和 a 的 一 个 邻 域 Uu, 以 
及 一 个 Ce 映射 
g:loXU>V (l={é€ RI < 6}), 


* 1UG + 


使 得 车 对 于 xEV 我 们 令 a(e) 一 (ae ， -as(s))， 则 我 们 有 ? 
ECs 2) = algls, 4)), g(0, 7#) 一 zx，xe Do 


我 们 断 寺 ，& 是 一 个 局 部 单 参数 群 。 为 了 证 本 这 个 论断 ， 我 们 令 
g:(z)] 一 g(t， x), 并 选取 
I={i||li| < ct, e>0 
和 «的 一 个 足够 小 的 邻 域 品 ,使 得 
BxXUICUs “对 于 rel 
对 于 国定 的 sé 二 在 U 上 令 hh, = EBs, 我 们 立刻 知道 ， Ris its 都 
满足 微分 方程 z 
Bu(t, 7) 
O: 
因而 ,由 定理 1.8.4 中 的 唯一 性 论断 ,我 们 有 
由 一 gts, 好 , gy+s 一 giogs. 
特别 , g,og-; 二 go 二 人 恒 等 映射 ， 因而 每 个 g, 是 一 个 C* 微分 同 
有 际 。 
荐 jECoktyBcED， 则 我 们 有 
Aa(lfog(B)) sy -2 ee dg,, 人 


df := 


alu(t, x)), uD0,x)— g(t), XE UiET. 


一 se 
= Eat) SL- (8) = X(8)(N), 


因而 局 部 单 参数 群 在 UU 上 诱导 x 

2.10.3 注 从 定理 1.8.4 的 唯一 性 论断 得 到 ， 上 述 局 部 单 参数 群 

3 在 一 个 明显 的 意义 下 是 唯一 的 . 

2.10.4 定理 令 和 是 了 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 C*…” 向 量 场 ， 则 

存在 一 个 唯一 的 了 的 C 丰 ! 变换 的 单 参数 群 9, 在 V 上 它 诱导 了 XX; 

并 且 , 当 x 在 V 的 一 个 紧 子 集 之 外 时 ,对 于 所 有 的 i, g(i,*) 一 x。 
证 明令 玉 是 一 个 紧 集 ,使 得 当 eg 天 时 XKa) 一 0。 由 命题 


1) 原文 将 xE pa 误 为 x&E 了 .一 一 译 者 注 
和 了 了 07 。 


2.10.2, 对 于 任何 a€ 类 ， 存 在 一 个 邻 域 U。 和 一 个 局 部 单 参 数 群 
gr :Us —> 让 | < sla)), 在 Ua 上 它 诱导 了 X. 选取 avsl1 < 安安 
上 2, 使 得 


U= U UoK, 
LE 


并 令 
8 = min g(a,), 
若 TenD 天 名, 则 在 UNUs 上 gr"，gs 诱导 同一 个 向 量 
场 ,因而 对 于 1+| < se, 它们 是 相等 的 。 因而 我 们 可 以 在 马上 如 下 
地 定义 g: 当 x EU 时 g(x) 一 gor(x)， 此 外 ,车 zeE 了 zxg 天 ， 
则 XC(x2 一 0, 因而 对 于 所 有 1€ Cx.xs 我 们 有 
2 一 0 对 于 :一 (0. 
ft 


从 定理 1.8.4 中 的 惟一 性 论断 见得 g,(x) 三 x+。 因而 , 对 于 xz 天 ， 
令 g(1,，*+) 二 +， 则 我 们 就 把 g:7 X U >V 开拓 为 一 个 映射 g: 
XV 一 V; 这 里 1 一 li < 8}。 并且 ,对 于 任何 *€E VV， 者， 
s9 1 十 s E17 了, 则 我 们 有 Bot 一 gogs(x), 

现在 ; 若 4 办 是 任意 的 ,我 们 就 选取 一 个 整数 > 0, 使 得 
1 二 tjpP€1, 并 且 定 义 

ge = 一 9 "Og 
(gv: 复合 ?次 )， 容 易 知道 , 它 定义 了 一 个 Ct 映射 g:RXV 一 
Vg 是 一 个 单 参数 群 。 并 且 开 拓 了 我 们 的 映射 g:1 Xx 了 一 了 ; 特 
列 , 8 诱导 了 珂 有 量 场 X. 
2.10.5 注 令 U 是 VV 的 一 个 开 子 集 , 0:U 一 VY 是 一 个 从 U0? 到 
的 一 个 开 子 集 上 的 C" 微分 同 胚 .。 令 X 是 0U 上 的 一 个 向 量 场 , 划 
5 诱导 JU' = CCP) 上 的 一 个 向 景 场 ox(X), 其 中 
oa X00)) = ora XCa)) 

(参阅 注 2.4.5)。 涛 je C*U'), 出 我 们 有 


1) 原 义 将 上 0 误 为 PV, 一 一 译 者 广 


。 IDS * 


ze[(X 六 门 = Xfoa)oa™, 
因而 , 若 X, 了 是 U. 上 的 两 个 向 量 场 , fe CXU'), 则 我 们 有 


[ox(X), aa(Y)I(F) 一 asfCXJYCfoc)oo !} 
一 ae(Y){X(Cfoc)eo !} 

= (XC(Y(fo0)) 一 了 (X(jfec)))oo 

= gsl([X, Y1)(f), 
因此 我 们 有 
2.10.6 gs([X, Y1)} = [os(X), oCY)]. 
现在 令 o;:U 一 U 是 如 上 所 述 的 一 个 C” 微 分 同 肚 ， 令 WEU， 
W' 二 ao(V)， 令 g:1 XU 一 V 是 一 个 局 部 单 参数 群 ， 它 诱导 了 
U 上 的 向 量 场 X。 则 当 了 足够 小 时 g(7 X W)CUV"， 因而 :一 全 
rogioo “定义 了 一 个 局 部 单 参数 群 g :1 X 于 一 了 车 JE C*(W') 
和 age W', 则 我 们 有 

sa(XIPe) 一 Xe)o0 Ca) = P00 Co 


了 四 


因而 在 义 " 上 8g 诱导 了 向 量 场 ox《X}， 由 此 我 们 得 到 ; 
2.10.7 推论 若 o( 玉 ) 二 W' 在 U 中 还 是 相对 紧 的 ， 则 ， 对 于 
rE W 和 所 有 充分 小 的 :我们 有 
gogi(%) = gio0(x), 
当 且 仅 当 对 于 a€ WW, 我们 有 
ox XCa)) = XCo(a)). 
2.10.8 定义 令 g:1 XUD 一 了 是 Cr 变换 的 一 个 局 部 单 参数 群 ， 
r 之 2, X 是 U 上 的 一 个 向 量 场 ， 我 们 说 ,8 保持 X 不 变 ， 如 果 对 
于 任何 at UV 和 所 有 足够 小 的 :， 我们 有 
(gr XCa)) = XCgCa)). 

现在 令 g:1XU 一 VV 是 一 个 如 上 所 述 的 C' 变换 的 单 参数 群 ， 
并 令 UV 是 一 个 开 集 , UEU, 令 Y 是 U 上 的 一 个 C' 向量 场 ,r+ 之 
2。 对 于 所 有 足够 小 的 六 我 们 用 

YF) = Ylfog) og 二 (grt Y MF 


定义 VW” 上 的 一 个 向 量 场 Y,; 用 Si jd 有 ) 一 dY.( 有 /dt 定义 一 
个 问 量 场 4Y,j ad, 
2.10.9 命题 我 们 断言 ,对 于 足够 小 的 i, 在 VU” 上 我 们 有 
dy,ldi = [Y,, X], 
其 中 X 是 由 引诱 时 的 世上 的 向 量 场 。 
证 明 我 们 令 2Z, 二 dY¥,fdt， 若 fe CXU), 则 我 们 有 
Ze 用 = im {Ylfog)°g-, 一 了 (六 | 


= lm {YY (og.) — Y(f) — Yl)og, 十 了 (Djog- 
= lm Yog — DD lime (Yog, — (1)), 
因为 im g_, 是 恒 等 映 射 ,所 以 若 最 后 两 个 极限 在 UV" 上 一 至 存在 ， 
则 上 前 的 等 式 成 立 ， 由 关 的 定义 ,在 V "上 我 们 一 致 地 有 
XCY(P) = im {Yog. — YY. 


现 令 让 1, *) 二 frg,(x)。 显然 , 若 了 是 号 中 包含 0 的 一 个 足够 小 
的 区 间 , 则 h& CX《1 X V')。 因 而, 函数 
fog 一 及 一 KU #) — MO, 4)) 对 于 t 0 
Fo= 
CO 对 于 #z 二 0 
Oz 
属于 CT Xx UV"')。 因而 
lims"Y(fog, = 三 Y(limi fog, 一 力 ) = YC(X()). 


因而 对 于 fe CKU), 有 
Zof) 一 LY, X17) 一 【Y。， X17, 
显然 ,这 丝 涵 着 在 U' 上 Z, = [Yo, X]. 
如 岂 志 足够 小 , 则 我 们 有 
(gr)#Zo = yA 种 
(gi)#lYo, X] 一 [(g:)*Yo, 《go)sX] = [Ys X] 在 UV 上 ， 
这 就 证 明了 命题 ， 


am 一 


DD 原 义 将 Ze 误 为 Z1。 一- 译 省 注 ， 


a | = 


2.10.10 命题 令 g，5:7 x 1 一 了 是 两 个 局 部 单 参数 群 ， 它 们 
分 别 诱导 了 U 上 的 两 个 C' 向 量 场 羡 ，Y(r 2)。 则 ， 对 于 任何 
UEUVU， 对 于 x€ UV 和 充分 小 的 1, s, 我 们 有 g,oh(x) 二 hog,(x)， 
当 且 仅 当 在 VU 上 [X, Y] 一 0. 

证 明 若 对 于 充分 小 的 1,s, gi， 和 在 UV" 上 可 交换 , 则 我 们 立 
即 知道 8 保持 Y 不 变 ( 定 义 2.10.8)， 因 市 (由 命题 2.10.9) 在 UV 上 
dY¥, 


0 一 二 [Y， X]。 
dr lt 
因为 U'EU 是 任 赵 的 ,所 以 在 了 上 
[X,Y1 = —[Y,X}]= 10. 


反之 ,大 [X,Y] 二 0, 则 (由 命题 2.10.9) 我 们 有 
dyY,/dt = (ge)xLlY, X] 一 0， 

并 且 ， 8 保送 Y 不 变 ， 然 后 ,从 推论 2.10.7 即 得 证 。 
2.10.11 注 关于 复 解析 流 形 和 全 纯 向 量 场 ， 本 节 的 所 有 结果 
都 有 其 类 似 的 命题 ， 我 们 引进 全 纯 ( 局 部 ) 单 参数 群 : 它 是 具有 与 
定义 2.10.1 中 所 述 性 质 相 业 似 的 性 质 的 全 纯 映 射 g:(7 x UD)C x 
VV 一 VV， 那 么 ,和 前 阁 一 样 ,全 纯 向 量 场 和 什 纯 局 部 单 参数 群 相互 
对 应 。 群 中 元 素 的 交换 性 仍然 表示 为 Poissen 括号 等 于 0. 

这 些 命题 的 证 中 与 议 前 给 出 的 证 明 是 一 祥 的 ， 故 在 此 了 略 去 . 

有 关 这 方面 的 情形 ,可 参阅 Nomizu [1956]. 


§ 2.11. Frobenius 定理 


令 y 是 一 个 具有 可 数 基 的 # 维 C* 流 形 (之 3). 
2.11.f 定义 上 一 个 秩 的 微分 组 或 者 分 布 是 一 个 对 应 ,对 
于 每 个 点 aE 了， 它 相 应 于 一 个 上 维 子 空间 D3Ceo)CTAV)， 人 名称 
为 C' 类 可 微 的 《0 委 上 到 妇 ， 若 每 个 ee VV 有 一 个 邻 域 0, 在 吕 
中 存 企 C' 向 最 场 X,，:**， Xp, 使 得 对 于 任何 bE U,X(b)，，……， 
Xz( 上 5) 构成 了 C5) 的 一 个 基 ， 我 们 称 诸 Xi 在 U 上 牛 成 仿 . 
2.11.2 定义 令 习 是 一 个 了 秩 微 分 组 ,一 个 于 流 形 i: 人 一 广 称 


:1ll 。 


为 9 的 一 个 积分 (或 者 , 积分 流 形 ), 如果 对 于 任何 ee 多 , 我 们 有 
iuoC TAW)ITCD( a)), 
我 们 也 称 一 个 C” 映射 天 太一 了 是 罗 的 一 个 积分 ， 嫂 果 对 于 
ac TY ,我 们 有 
ra TAV’) ITCDF a)), 
注意 ,一 个 积分 的 子 流 形 仍 是 一 个 积分 . 
2.11.3 定义 ”我们 说 多 是 完全 可 积 的 ， 如 果 对 于 任何 ec 了 , 存 
在 一 个 举 标 系 (U 9p), a EU ,p(x) 一 (xz ……， xr), 使 得 对 于 所 
有 cj 疡 所 委 力 ? 册 
A #7} 
给 出 的 子 流 形 是 多 的 积分 ， 
令 9 是 一 个 完全 可 积 组 ,并 令 a ET .选取 一 个 坐标 系 (Es9p)， 

a EU, 使 得 定义 2.11.3 成 立 , 则 我 们 有 : 
2.11.4 命题 若 iW 一 U 是 一 个 积分 ,并 共 W 是 连通 的 , 则 对 于 
某 个 fC 一 (cp+13 ”” ”9 Ca) 3 i(W)CU.. 

` 证 明 令 g(x) 一 (xz …-，xa)。 对 于 任何 bEU, 显然 
T,(U.) [8 = (Bi, “°° Bpy Cp+tis “3 ca)] 的 维 数 为 p， 并 且 
Ts(U.)CD(B), 因而 了 了,(V.) 一 D5)。，。 此 外 ，TslU) 由 TV) 
中 被 诸 《azr)s(P 二 jj 所 ww) 所 零 化 的 那些 测量 所 组 成 ">。 因 而 , 若 
i:W -> UL 是 一 个 积分 ， 则 六 (dxi) 一 0 一 三 委 2。 因 为 多 是 连 
通 的 mn xicf 在 从 上 是 常数 ， 这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 
2.11.5 ` 仿 名 是 一 个 'C* 微分 组 "我 们 说 中 是 对 合 的 ， 如 
果 对 于 任何 a。 EV, 存在 一 个 邻 域 UU 和 在 U 上 生成 们 的 C， 向 量 场 
Xi，*…… ,Xp, 使 得 对 于 任何 5 EU, 我 们 有 

[Xn, Xb) EE DB), lr vp. 

2.11.6 注 注意 ,上 述 定义 等 价 于 下 述 事实 :对 于 任何 开 集 UCCV 
和 UU 上 满足 下 面 寻 条 件 的 两 个 6' 向 量 场 X，Y:; 对 于 aEUVU， 有 


1 即 > 用 (dwxj)s 作用 于 此 向 晤 的 结果 为 0， 一 一 评 灌 福 
“llz°* 


XCa),， YCa)€ 名 (a), 我 们 有 
[X, Y](a)é D(a) 对 于 we 也 。 
2.11.7 命题 若 3 是 一 个 靖 秩 的 对 合 和 微分 组 ， 则 任何 a€ 六 
有 一 个 邻 域 了 在 也 中 存在 一 组 向 量 场 X， 1 委 > 委 了 交 使 得 对 于 
任何 2 了 15， 诸 和 (2 生成 有 05) 并 且 在 如 由 [XXX 一 01s7， 
ep J | 
证 明 令 a€E TV, (UV, gp) 是 一 个 坐标 系 , ae UU?. 

令 p(x) 3 (x 。…xza)。 若 忌 充分 小 , 则 存在 Cr 网 量 场 Yi 
Ys, 使 得 对 于 xE 如 ,Y,(x),，……,Yplx) 生 误导 。 令 ， 

YD) 一 ae 人 各) emt CU). 
因为 {y,(e)} 生成 一 个 .fp 维 向 量 空 间 , 因此 矩阵 (ays(a)) LE 志 » 
所 p, 1 志 二 #) 的 秩 为 p。 不 失 一 般 性 ,我 们 不 妨 假设 , 奉 

A(x) = (a2)), Il Erp lpep, 
则 4(a) 的 秩 为 p。 老司 充分 小 , 则 当 x EU 时 矩阵 4(x) 是 可 这 
的 、 令 B(x) = (bytx)) 一 dz) 则 对 于 1 挝 vp 所, br€ 
A 


p 1 
» = bp DynY uy 


Ml 


则 X, 有 下 述 形式 : 


日 他 
Xs es 十 Cur 
Or, 3 dry 


并 且 ,{X 在 如 中 构成 匀 的 一 个 基 、 办 为 久 是 对 合 的 ,从 此 我 们 
有 


» Cruk C0) 


和 
站 


因为 


O [ei | 
ei — 人 0 
| Or, " Or, 


1 原文 和 将 a EU 误 为 a 《VV。- 一 - 译 青 注 
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我 们 即 知道 ,大 
[X,, Xn] Em 2 » 

则 必 w 一 0， 1 mp. 显然 ,对 于 和 m < 户 ， 4m 一 km, i 
0。 这 样 ， [xX,, Xp] = 0, 
2.11.8 定理 令 X, .…, Xs 是 VV 上 的 C' 向量 场 ,> 守 2, 在 V 
的 每 个 点 处 它们 是 线性 无 关 的 ,并 使 得 ERs Xu] 一 0， lv, £ < 
P. 则 对 于 任意 的 *e FF, 存在 5" 坐标 系 《 吕 ，m)，a&€ U ,使 得 若 
px) = 《xy “2 xa)0， 并 且 /8ri， eg O/Bxn 是 U 中 与 坐标 相 
联系 的 向 最 场 ,我 们 即 有 X, 一 8/6x,, vz = 1,*…,P. 

证 明 令 (UV', g') 是 4 处 的 一 个 坐标 系 ,使 得 诸 向 量 

. 9 、 ... (8 
X.(a), 3 Xp(a)， (过 ) 3 9 (2) 

是 线性 无 关 的 ; 这 里 gp'(x) 一 (rz zx)， 而 昌 j8xi 表示 UV 中 
与 坐标 相 联 系 的 向 最 场 。[ 显 然 , 这 样 的 坐标 系 是 存在 的 ; 我 们 至 
多 只 须 在 RR* 上 施行 一 个 线性 变换 .] 我 们 假设 pe) = 0. 

令 


gxXU—>V 
基 一 个 C' 变换 的 局 部 单 参数 群 , 它 在 ZI 上 诱导 了 X,; 这 里 了 一 
{t€E Ri|z| < 8}; 若 UV' 充分 小 , 则 8 是 唯一 确定 的 (命题 2.10.2 
和 注 2.10.3)。 
令 间 tpgyxzpoily xn 是 # 个 绝对 值 二 6 的 实数 ， 其 中 
6 > 0， 我 们 用 
h(a, “os fps Kpiis “9 Xn) 

-= gio ogst op 0, <, 0 xptts ***s Tn) 
定义 一 个 映射 

A:Q—>V, 9={ré Rlx| < 6}. 
当 8 充分 小 时 映射 是 有 意义 和 的。 由 定义 ; 若 f€ Coxs 则 
1) 原 次 将 《x49 zg)》 江 为 《xs **'， Xxp》, 一 一 译 者 注 
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(foh)(0) = XCaXf) 
fs 


(因为 ge 诱导 了 大)。 因为 由 假设 [Xx,，Xw] 二 0， 所 以 由 命题 
2.10.10, 诸 g:"，“ 可 交换 ”, 因 此 我 们 有 


fy 


BD- Go)0) = Xa, > 一 1 p, 
fs 


(2) =x 
(OD) (ie 


(这 里 , 记号 的 意义 是 明显 的 )， 特别 地 , 这 证 明了 4i#w 的 秩 为 
因而 , 由 首 函数 定理 2.2.10, 若 8 足够 小 , 则 4 是 一 个 从 9 到 了 中 
的 一 个 开 集 世 上 的 《7 同 梅 。 再 一 次 由 定义 得 到 


ha ((B),) = a)), 


并 且 ，, 由 诸 8 的 可 交换 性 ,我 们 有 


fi (起)) = X(N), L Ev. 


因而 ,CC 坐标 系 《U, #:) 有 所 要 求 的 性 质 ， 
2.11.9 ” Frobenius 定理 第 一 个 形式 .VF 上 的 一 个 C” 微分 组 仿 
(r+ 空 2) 是 完全 可 积 的 , 当 且 仅 当 它 是 对 合 的 . 

证 明 ”由 命题 2.11.7 和 定理 2.11.8， 一 个 对 合 组 是 完 全 可 积 
的 。 反之 。 若 匀 是 完全 可 积 的 , (5, 9) 是 一 个 C" 坐标 系 ， 使 得 
g(x) 一 (xi,，***, Xn), 并 且 集 合 

U= {x€EUlx;= ec;, Pin} 

(Ye 二 《cp+ls “人 cn)€ R"?) 是 积分 ， 则 (aj0x,), (1 Db < 六 疡 ) 
张 成 切 空间 TU.) (ae U,), 因而 对 于 a€ UV 它们 张 成 Ca); 这 
样 , 急 显然 是 对 合 的 ，[ 然 而 ,这 里 我 们 只 有 中 的 一 个 5 一 基 .] 
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名 ， 


此 外 ， 


2.11.10 注 本 质 上 我 们 已 经 用 了 下 述 事实 ; 所 考虑 的 向 量 场 是 
C0’ 的 ,r 闫 2 [在 命题 2.10.9 的 证 明 中 ]。 然而 , 还 用 到 对 合 的 C: 
组 是 C: 完全 可 积 的 这 一 事实 。 这 可 以 用 与 上 面 所 用 的 相 类 似 的 
方法 加 以 证 明 。 此 时 我 们 需要 $ 1.8 的 一 些 定理 和 下 述 事实 ; 在 
方程 组 dr/ dt 一 f(x, :) 中 , 解 x 关于 :的 导数 比 关 于 所 有 其 它 变 
量 的 导数 多 一 阶 . 
现在 我 们 考虑 定义 微分 组 的 另 一 个 方法 。 令 oph，……，ton 
是 了 上 的 1- 形 式 ,它们 在 每 一 点 处 都 是 线性 无 关 的 。 通 过 令 
D(a) 一 {XET(T7)Iox(a)CX) 一 0， 对 于 fp <v 2), 
我 们 定义 一 个 微分 组 人， 车 诸 wi 是 可 微 的 , 则 9 也 是 可 微 的 。 事 
实 上 ,在 一 个 适当 的 坐标 系 中 ,我 们 可 以 假设 w 有 下 述 形式 : 
tov 一 dr 十 dvrdXny 和 > Pb, avx€ CCU). 


上 


则 就 是 由 诸 向 量 场 


， 8 有 
Xu 一 一 ax -一 一 ，1 委 册 和 安 也 
Br 2 . Br,” 


所 张 成 的 微分 组 ， 央 为 显然 ov(X。) 一 0, 并 且 X,,。…, Xp 线性 
无 关 。 此 外 ,局 部 好 ,任何 一 个 微分 组 都 可 四 这 种 方式 得 到 ， 
2.11.11 Frobenius 定理 第 二 个 形式 ， 令 opkty is 是 在 每 
个 点 处 都 线 竹 无 关 的 Cr 1- 形式, 号 是 由 它们 所 定义 的 数 分 组 . 则 
9 是 完全 可 积 的 , 当 且 仅 当 满足 下 述 条 件 : 

每 个 点 ee V 有 一 个 邻 域 U, 在 口中 存在 1- 形 式 ww。 使 得 
2.11.12 dy 一 > ror \ Opp 


=p+1 
即 ， dws 属于 由 wp+t1，"““， ws 所 生成 的 理想 . 
证 明 我们 注意 ,在 基 的 变换 下 条 件 (2.11.12) 是 不 变 的 。 换 
名 话说 , 若 {w,} 是 生成 同一 个 罗 的 另外 一 个 1- 形 式 的 集合 ， 
则 存在 C" 函数 cw， 使 得 
- cv 一 2 GuylOye 


由 此 到 得 ; {2.11.12) 成 立 ， 风 ] Adi, 属于 出 wpt1l “sy won 所 生成 


slo* 


的 进 想 。 

兰 曙 是 完全 可 积 的 ， 而 Co， 2) 是 一 个 如 定义 2.11.3 由 所 
的 坐标 系 * 则 切 空 间 TAU,)Cat D2) 是 正 交 于 {dxp+1),，* “sdxsh 
的 空间 。 因 而 人 91D 由 1- 形 我 drprr，***， dxs 所 定义 ,这些 形式 
是 闭 的 ， 因而 对 于 它们 ， 条 件 (2.11.12) 是 平凡 的 . 

反之 ， 假设 (2. 1.12) 成 立 , 令 到 ，… ,六 是 在 4 的 一 个 邻 域 
中 生成 驴 的 向 量 场 . 则 ,由 命题 2.6.6, 我 们 有 + 

(do ) (KX, Xa) 一 Xeov(Ae 一 Xp(X ) 一 串 0 

然而 ,由 假设 ， 
WX) = ul(X,) 一 0， 

并 且 , 由 (2.11.12)， 

. (dm Xe; X) = 0, . 

因而 : 

. of [X., Xal) = 0, 2 一 户 十 1 入， 

所 以 对 于 BE Us, [X,, Xel)e 9(6)。 因此 急 是 对 合 的 ， 这 样 ， 

由 定理 2.11.9, 9 是 完全 可 积 的 . 

下 面 一 个 定理 断言 了 完全 可 积 微分 组 的 最 大 积分 的 存在 性 ， 
2.11.13 定理 令 写 是 上 一 个 P 秩 的 完全 可 积 C 微分 组 。 则 
对 于 任何 ee 7， 存在 VV 的 一 个 2 维 的 连通 的 积分 C' 于 流 形 (WwW， 
1)、 a&€ 式 W), 使 得 对 于 了 的 任何 连通 的 积分 C' 子 流 形 7: W' 一 V， 
4€ 1W")， 存 在 一 个 C' 映射 49:W' 一线 , 它 使 W” 成 为 下 的 -- 个 
C" 于 流 形 :并 使 得 /一 ?59。 

证 明 令 工 是 尼 中 的 闲 单位 区 间 . 一 链 5 贞 射 7,:1 一 了 了) 
0 筷 v 和 入 ,它们 满足 70(0) 一 a, 7Yw(1) 一 rr yoh(0) = 7,(1)， 
0 志 2 < 之 NN, 称 为 从 a 到 x 的 一 个 积分 链 ， 如果 每 个 7, 是 名 的 一 
个 积分 〈 定 妈 2.11.2)。 令 到 是 这 样 的 x*€E 六 的 集合 : 使 得 存在 一 
个 从 = 到 *#* 的 积分 链 ， 令 xo&€ 邢 , 并 令 (UDU，qp) 是 一 个 坐标 系 ， 
xok DU, 使 得 若 p(x) 二 《x1，，"*, xn), 则 集合 

U,= {x€Ulx = c,, PiAn} 
是 多 的 积分 。 我 们 假设 pC(U) 是 一 个 立方 体 , 因而 UV 是 连通 的 ， 
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并 假设 glxo) 二 0， 显然 , U 己 阔 2， 我 们 要 求 这 样 得 到 的 这 些 售 
合 Uo 在 WW 中 构成 No 的 一 个 基本 邻 域 系 这样 ， 我 们 就 将 化 拓 扯 化 
了 . 晶 然 * 庆 是 Hausdorff 的 ,并 且 内 射 觅 射 i:WHW 一 下 是 连续 的 。 
者 7, mg， Vo 如 上 所 述 , 且 若 w 表示 航 丸 * 到 忍 : 上 的 投影 吴 射 , 即 
m1 和 Xs) = (x St wp 则 : po 一 x | Uo 是 一 个 从 Uo 
到 R? 中 一 个 开 集 上 的 周 胚 。 旅 {(U。, py) 在 殉 上 定义 了 一 个 C? 
流 形 结构 , 而 内 射 映 射 ?: 币 ~> 戎 使 环 咸 为 了 的 一 个 子 空间 。 显 
然 ,二 WW 一 是 9 的 一 个 积分 于 流 形 . : 

现在 令 疡 丈 ' 一 ?是 任意 一 个 连通 的 C' 积分 子 流 形 ,a'€ W'， 
使 得 j(a’) 二 a。 令 w'€ WW'， 并 令 75,*…*,Yw 是 一 链 C' 映射 ， 
7 :> W', 满足 75(0) 一 a, 7Yw(1) = 二 ww, 7Yon(0) =7,(1),0< 
2? 之 入 。 令 7, 一 707,， 则 坟 ,，… 78 掏 成 一 个 从 4 到 六 w') 的 积 
分 链 ， 因而 jCw')é WF。 我 们 令 %nCw') 二 攻 w )。 这 定义 了 一 个 映 
射 9 丈 " 一 环 。 显然 ion 二 1。 从 命题 2.11.4 即 得 ?是 连续 的 。 
因而 , 由 命题 2.5.12， 六 是 一 个 C' 映射 。 对 于 w”& W', 因为 我 们 
有 

和 or 一 了 可 ai)9 革 二 ,aoza 

并 且 js,w' 是 内 射 的 , 因而 9*,w 也 是 内 射 的 ;以致 4 使 W' 识 为 
的 一 个 C' 子 流 形 ， 

现在 我 们 来 给 出 Frobenivs 定理 的 第 三 个 形式 ， 在 这 个 形式 
中 , 它 是 作为 常 微 分 方程 的 存在 性 定理 55$1.8) 的 直接 推广 而 出 项 
的 ， 
2.11.14 Frobenius 定理 ”第 三 个 形式 ， 令 9 是 RR* 中 的 一 售 开 集 ， 
0' 是 R" 中 的 一 个 开 集 ， 我 们 用 x = (zx ……， xn) 表示 办" 的 一 
个 点 ,用 # 二 (5， ,zm) 表示 民 ” 的 一 个 点 , 令 有 :0 XO 一 RR* 
是 C* 映射,* 2,J 一 1,'…', 坟 , 为 了 对 于 每 个 E00 和 xo€ 90， 
存在 4 的 一 个 邻 域 吕 和 一 个 唯一 的 Ct 映射 +:U 一 0, 使 得 


]) vo 一 Tel 一 0 PI 攻 #}。 一 一 译 考 注 
2) 原文 将 YakKxra +， x*a) 误 为 Mix + Xn)， 一 一 译 演 往 


4 Li" 


2.44.48 (ny = %, SB fat), Be 


这 是 必要 的 和 充分 购 ， 即 ， 对 于 Lp ym (tt) ED x vy 
有 
2.11.16 2 (rs 0) + Caf) 2)fu(x, 1) 
一 Ce fs 2). 
[ojos3) 是 以 民 " Ss 它 由 (df,)(a,2b)= 
(dg)(a) 所 定义 ,其 中 g:8 -> R" 是 映射 x 一 +>f,(+, 5); 参阅 定义 
1.3.4.], 
证 明 ”如 果 解 存在 的 话 ， 则 其 唯一 性 内 常 微分 方程 的 相应 的 
崔 一 性 论断 (定理 1.8.4) 即 得 ， 
如 果 (2.11.15) 总 是 有 解 , 则 (2.11.16) 成 立 , 因为 在 点 (xo, 16) 
处 ,(2,11.16) 的 两 端 都 等 于 
Ox) 
Br Br，| := 
为 了 证 明 其 逆 ,我 们 如 下 进行 。{2,11.15) 可 以 写 为 


2.11.17 Ee = jx 区 {x1, Ee “ ,xn )}, fs, 人 ee 


二 1 1 


考虑 9 x 9' 上 的 微分 形式 
2.11.18 dre — Do falxs 1) ds, £ = 1,.**,n, 


并 令 甩 是 由 这 些微 分 形式 所 定义 的 亚 秩 微分 组 ， 显然 ,如 果 久 有 
一 个 形 如 

*— EL)=0, EW)= zo 
的 积分 流 形 ,其 中 是 4 在 2 中 的 一 个 邻 域 中 的 C* 映 庙 ?, 则 x 二 
是 (2.11.15) 的 一 个 解 . 


1) 原文 将 8 误 为 09. 一 译 者 注 
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如 果 马 是 完全 可 积 的 ， 则 在 〈《z。 4) 的 一 个 分 域 中 存在 8 x 
人 2 的 一 个 普 维 的 C' 子 流 形 , 它 是 龟 的 一 个 积分 , 记 为 所， 然后 ， 
在 《xo, to) 的 一 个 邻 域 中 我 们 可 以 找到 C' 函数 m4,"…， ws， 使 得 
在 《wo, to) 的 附近 

W = {xy lms ft) = oo n(x, 1) = 0}, 

du (xos to) (1 = 1 ss n) 是 线性 无 关 的 ， 显 然 ， eps xo, to) 
(x 一 1，2) 和 微分 形式 组 (2.11.18) 生成 T&ovo(Q X 9") 的 
同一 个 子 空 甸 .这 区 潘 着 余 向 量 (du) (xo jy" (dite){xo, to) 
是 线性 无 关 的 。 因而 ,从 隐 殴 数 定理 1.3.5 和 推论 1.3.9 即 得 ， 在 
(xo, £0) 的 邻 域 中 >WV 由 x—E(t)=0 型 的 方程 组 所 定义 ， 正如 已 经 
说 明了 的 那样 ,这 药 滔 着 ,车 9 是 完全 可 积 的 , 则 方程 组 《2.11.15) 
是 可 解 的 . 

然而 ,我 们 已 经 知道 了 由 诸 向 量 场 


6 8 
十 E21 3 1 bd = 1 "**»> ?0 
Ot, > by ) Dx. - 


所 生成 (参阅 定理 2.11.11 之 前 的 讨论 )， 因而 ,如 在 命题 2.11.7 的 
证 明 中 一 样 , 急 是 完全 可 积 的 , 当 且 仅 汉 
上 EX， Ri.] = 0, vb gk= 11, #1. 

但 是 这 恰好 是 条 件 (2,11.16)， 这 就 证 明了 定理 . 
2.11.19 注 当 诸 所 是 C! 英 射 时 此 定 尘 仍 成 立 。 这 可 以 利用 注 
2 11.10 来 证 朋 . | 

如 果 在 上 面 的 定理 中 我 们 取 wn 一 1， 并 且 诸 函数 f 不 依赖 于 
xy 我 们 就 得 到 下 面 的 结果 ， 

为 了 在 + 二 4 的 一 个 邻 域 中 存在 C* 函数 x(4，*…， itm), 使 


区 ,一 


得 

人 = f(r), p= 1,*.…,, 
这 是 必要 的 和 充分 的 , 即 8f,/6:。 = 8f。/8:,。 这 可 以 简洁 地 氢 述 
如 下 : 令 


» 120 > 


"mn AT 


一 > fC Rt,, 


vml 


则 ,在 2' 的 任意 一 点 的 令 域 中 存在 一 个 函数 f, 使 得 df 二 w, 当 且 
仅 当 zu 一 0。 
这 是 将 要 在 $2.13 中 证 明 的 Poincart 引 理 的 一 个 特殊 情形 ， 
定理 2.11.9 型 的 Frobenius 定理 的 一 个 不 同 的 处 理 可 在 
Chevnlley [1944} 中 找到 ， 
211.20 注 对 于 复 流 形 上 的 全 纯 向 景 场 等 等 对 象 , 本 节 的 所 有 
结果 都 有 其 类 似 的 命题 . 我 们 用 全 由 一 些 全 纯 向 景 场所 局 部 地 生 
蕊 这 样 的 条 件 来 定义 全 纯 可 微 组 9. 人 异 助 于 复 坐 标 ,与 定义 2.11.3 
中 一 样 好 定义 完全 可 积 组 。 对 于 全 纯 的 系统 , 定理 2.11.8, 9，11， 
13，14 都 有 其 类 似 的 命题 ， 自 然 , 在 (2.11.12) 中 ,要 求 诸 eu。 是 多 
纯 1- 形 式 。 


$2.12. 殉 复 流 形 


我 们 曾 看 到 ( 注 :2.4.6), 一 个 复 芒 形 了 在 一 个 点 ee VV 处 的 切 
空间 TA(V)》 具 有 一 个 自然 的 复 向 量 空间 结构 。 有 时 只 考 虚 这 个 
结构 是 有 益 的 .这 导致 一 个 更 一 般 的 流 形 类 . 

令 V 是 一 个 # 一 2m 维 ( 维 数 是 偶 的 ) C” 流 形 。 我 们 假设 ,对 
于 每 个 a。€ V, 在 了 .(P)》 上 给 出 一 个 CC 向 量 空 间 《m 维 的 ) 结构 . 
我 们 说 这 个 结构 可 微 地 依赖 于 a, 如 有 果 满 足下 述 条 件 ; 任何 a€ 六 
有 一 个 邻 域 U0, 在 U 中 存在 mw 个 复 值 C” 微分 1- 形 式 ( 注 2.1.12) 
Dy “ms 使 得 由 

X—H>(w Cx)CK), 7 wmlx) (NX)) 
所 给 出 的 映射 . 
TAV)-—>C", rtU 


是 一 个 C 同 构 (关于 T,(V) 上 给 定 的 那个 复 结构 ). 
2.12.1 定义 了 上 的 一 个 殉 复 结构 是 在 每 个 TCV) 上 的 一 个 复 
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结构 , 它 可 微 地 依赖 于 a， 

要 求 其 存在 的 诸 形式 (w1，*…*，, tom) 称 为 结构 形式 . 一般 地 ， 
这 些 形式 不 是 闭 的 . 

对 于 。e 7, 我 们 用 也 表示 由 8% HH>V 一 IX (关于 7,(V) 上 
给 定 的 CC 向 量 空间 结构 的 羔 法 ) 所 给 击 的 从 TAV) 到 其 自身 中 的 
民 线性 肌 射 ;对 于 一 个 向量 场 和 ,我 们 用 

《XINa) JsX(a) 
定义 向 量 场 JX。 因 为 TY) 上 的 肌 射 J 唯一 地 确定 了 TAV) 上 
C 向 量 空间 结构 , 因此 我 们 述 用 (V , 站 表示 此 殖 复 流 形 。 自然 ， 
je = —idr,cv). 
现在 我 们 可 以 把 注 2.4.10 中 的 考 虚 应 用 于 E 一 TAV)。 我 们 有 
”一 HomR(E,，C), $4， 这 些 空间 ， 特 别 ， 
rt 一 [ok 过 oo(JN) = ro(X) 对 于 所 有 XE TAV)?, 
车 (ol wm) 是 结构 形式 的 一 个 集合 ， 则 wi(a), "”'y wm ) 
在 Gin 中 ,并且 构 成 Fi 的 二 直 C 基 . 办 而 余 回 重组 
wa A Aorad A Goa) A 入 mk (o)， 
lim 

给 出 图,。 的 一 个 基 . 如 在 复 流 形 的 情形 中 一 样 ， 我们 可 以 论 及 
(P, 4) 型 的 油分 形式 《定义 2.4.11)。 在 一 个 复 流 形 上 ， 若 中 是 一 
个 (p, 9) 型 的 形式 , 则 dw 是 两 个 形式 之 和 ,这 两 个 形式 的 型 分 别 
为 他 十 1, 9)，(p, 3 十 1)， 一 般 说 来 ,现在 不 再 是 这 个 情形 了 . 
若 (oy,，-…*, wm) 是 一 组 结构 形式 , 则 de。 是 一 个 2- 形式 ,因而 


2.12.2 do = nv ns 
其 中 是 (2,0) 型 的 ; 5 是 (1,1) 型 的 , wm 是 (0,2) 悍 和 的， 夫 此 我 
们 立刻 得 到 : 


2.12.3 推论 若是 一 个 (2, 4) 型 的 形式 , 则 dw 是 四 个 形式 的 
和 ,这 些 形式 的 型 分 别 为 (P 一 1,9 二 2),(P, 9 十 1( 训 十 19)， 
(PP 十 2,9 一 1). 并 且 , (? 一 1,9 十 2),(P 十 2,9 一 1) 型 分 量 
总 是 为 0, 当 且 仅 当 2.12.2) 中 (0,2) 型 的 形式 3 为 0. 

2.12.4 定义” 流 形 VY 上 的 歼 复 结构 称 为 可 积 的 , 若 对 于 任何 一 组 


le。 


结构 形式 (ol，-……，mow) do 设 有 《0,2) 型 分 革 ， 
现 令 7 十 一 -个 2- 形 式 ,并 令 有 ,了 是 两 个 同时 场 ， 令 
SX, Y)— n(X, Y) + in(IX, Y) 
+ in(XR, JY) 一 人 AIX 7Y)., 
我 们 好 可 验证 下 述 事 实 : 
2.12.5 推论 若 7 是 (2.0) 型 或 {1,1) 型 的 , 则 我 们 有 
SX，Y) 一 0 对 于 所 有 及，Y， 
同时 ,车 7 是 (0,2) 型 的 , 则 我 们 有 
Ss Y) = 2n(X, Y), 
利用 命题 2.6.6 关于 1- 形 式 吧 的 公式 : 
《do)(X 7 一 of 一 YaofX) — wl{X, Y]) 
以 及 下 述 事 实 : 对 于 任何 结构 形式 w,, 我 们 有 
WA JX) = tw,(X), 
我 们 容易 得 到 下 述 结果 : 
2.12.6 推论 V 上 的 一 个 复 结构 是 可 积 的 , 当 和 且 仅 当 对 于 上 任 
意 两 个 河 量 场 X, 了 ， 我 们 有 
[X,Y] 二 JI[JX,Y] 十 7[X, JY] — [JX, JY] = 0. 
2.12.7 注 我 们 已 经 看 到, 对 于 VV 上 任意 的 复 解析 结构 ,存在 一 
个 连带 的 歼 复 结构 ( 注 2.4.6), 此 结构 是 可 积 的 。 在 这 种 情形 下 ， 
局 部 地 存在 一 组 闭 的 结构 形式 . 令 了 是 向 量 场 的 连带 的 映射 。 在 
a EV 处 的 一 个 C” 函数 村 了 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 对 于 “附近 的 >， 
有 (ah 站 se (x), 因为 这 缠 涵 着 在 4 附近 9f 二 0。 因而 了 是 全 
纯 的 , 当 且 仅 当 
《af 站 (JsX) = dX), KE TV), 
见 , 当 和 且 仅 当 
2.12.8 (XH = 1), RE TAAV). 
现 令 了 , 7' 是 复 结构 , (PP, 7), (WV ， 了 ) 是 连带 的 葡 复 流 形 。 假 
设 f:V ~>V' 是 一 个 C” 映 射 , 使 得 
jxwoJa 二 yao 有 对 于 所 有 的 ET 。 
则 f 是 全 纯 的 ， 事 实 上 ,我 们 只 需 证 明 ， 若 & 是 在 Ka) 处 的 一 个 
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全 纯 函 数 芽 , 则 gey 在 a 处 是 全 纯 的 。 但是, 若 XET(TF),， 则 我 
们 有 
(JKXHEF 一 fad TXIE) = Ctr XY) C8) 
= ffx XE), 因为 8 是 全 纯 的 
一 iX(g°f). 

特别 ,我 们 得 到 : 
2.12.9 命题 构成 一 个 殉 复 结构 的 基础 的 复 结构 是 唯一 确定 的 . 

Newlander 和 Nirenberg [1957] 的 一 个 重要 定理 断言 ， 任何 
一 个 可 可 网 玖 复 结 想 一 个 复 结构 所 训 导 , 稍 后 一 些 ,Kohnt1963] 
和 Harmander [1964] 给 出 了 它 的 证 明 . Malgrange [1969] 得 到 了 
这 个 结果 的 一 个 很 简单 的 证 明 ， 它 可 以 被 应 用 到 极其 一 般 的 情形 
中 。 我们 不 证 朋 这 个 结果 。 我 们 仅仅 指出 ,如果 数 据 是 实 解析 的 ， 
则 可 以 从 关于 全 纯 形式 的 Frobenius 定理 (参阅 注 2.11.20) 得 到 这 
个 结果 . 
2.12.10 定理 令 V 是 一 个 一 2m 维 的 实 解析 流 形 ， 假设 V 具 
有 一 个 可 积 的 殖 复 结构 ,有 这 样 的 性 质 : 在 任何 一 点 的 邻 域 中 ,这 
个 结构 有 一 组 实 解析 的 结构 形式 (ol … …， wm), 则 在 了 上 存在 一 
个 复 流 形 结构 , 它 是 了 上 的 实 解析 结构 和 至 复 结构 的 基础 ， 

证 明 ”因为 此 定理 是 局 部 的 ,因此 我 们 不 妨 假 设 V 是 RR" 中 0 
的 一 个 开 邻 域 (z 一 2mw)。 我 们 记 为 ” 


中 
Wy 一 > avsl x1 “"*y xa)dxu, 
一 】‖ 


其 中 诸 ew 是 了 中 的 复 值 实 解析 范 数 ， 由 引 理 1.1.5, 在 C"DR" 中 
存在 一 个 开 集 忌 和 口中 的 一 组 全 纯 范 数 ,我 们 仍 用 oy 表示 这 些 金 
纯 评 数 ,它们 从 世上 开拓 了 sw。 此 外 :正如 我 们 可 以 假设 的 那样 
如 果 我 们 假设 U 是 一 个 多 圆柱 ， 则 在 U 中 存在 唯一 确定 的 一 组 全 
纯 通 数 ,x, 使 得 


1) 原文 将 >， 识 为 > . 一 一 译 省 沪 
AL Er! 
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bn(2) 一 annCz)，zrEV = UNR"; 


事实 上 ， 
| bun(2) 一 ors), 
我 们 令 
a » byal B24, Ve i 
并 用 公式 加 


天 
(9p 一 Dn i gn jd zn, y= 1,**'.,m 
mat 


把 me 开拓 到 世上 。 由 假设 。(o, .…，onm) 构成 了 上 的 殉 复 结构 
的 一 组 结构 形式 ， 因 而 
co Ds on(0)， BA) = pO), Sn 0) = mC0) 
构成 帮 * 一 Heomr《TAV),C) 的 一 个 基 ， 因 而 ws gry 1 所 D,* 
< 委 妨 ?在 0 处 是 C 线性 无 关 的 ,因此 ， 若 如 充分 小 、 风 它们 在 如 中 
是 C 线性 无 关 的 。 因 而 ， 
dons 江 = 一 工人 # 

在 U 中 是 wy ml 所 v2,5 所 m9) 的 具有 全 纯 系数 的 线性 组 合 ， 办 
而 ,可 以 将 全 纯 2- 形 式 do, 写成 


Bd 大 (io A wos 十 4 Mw, A ns 
十 > hw A 


其 中 ,系数 都 是 全 纯 的 。 然 而 , 由 假设 , 在 上 上 给 出 的 至 复 结构 是 
可 积 的 。 因而 so,jy 没有 (0:2) 弄 分量 ,这 意味 着 

上 了 站 更 ”一 0， 
因为 如 2 是 全 纯 的 ,因此 它 在 鼠 上 等 于 零 ,因而 dw, 属于 由 {too} 所 
生成 的 理想 ， 系 数 是 全 纯 1- 形式 。 由 Frobenius 定理 《参阅 注 


2.11.20), 存 在 全 纯 汤 数 ,， ,Fn, 使 得 在 0 的 一 个 邻 感 太 中 ， 
和 下 "92 Fn 与 Cy" yO 生 砍 问 一 个 家 分 组 ,并 目 。 对 于 zs€U,, 


9 于 « 


daF,, 人 aFn 与 《co， 3 room) 生成 TCO”) 的 网 一 个 子 空 间 , 
因而 , (4F1,*…*…, 4F。) 是 芒 门 民 。 上 殖 复 结构 的 一 组 结构 形式 。 
并 且 , 若 号 一 下 | 民 ? 站 则 显然 (48,)(0), (dE,X0)(v 一 下 
z) 蚌 民 无 关 的 ,并 构成 Homg《To(R"?), CC) 的 一 个 尖 。 因 而 ,; 映 
射 E:x 一 >(ECx),，"-， Em(x)) 在 0 处 有 微分 , 它 是 一 个 从 R" 到 
C” 上 的 同 构 , 因此 , 由 道 函 数 定理 (参阅 注 1.%11), 它 是 从 R" 中 

0 的 一 个 邻 域 克 到 C” 中 一 个 开 集 印 ' 上 的 一 个 C” 微分 同 胚 . 显 
然 , 把 F 上 的 焉 复 结构 转移 为 C” 的 复 结构 在 杯 ' 上 所 诱导 的 殖 
复 结构 . 

此 时 ,定理 就 是 命题 2.12.9 的 一 个 直接 推论 .我 们 作 最 后 的 注 . 
Z.12.11 注 任何 到 复 流 形 V 具 有 一 个 自然 的 定向 ;特别 ,任何 复 
流 形 是 可 定向 的 . 

证 明 ”我 们 选取 了 的 一 个 复 盖 {Tj}, 使 得 在 每 个 Vi 中, 我们 
有 一 组 结构 形式 (ci ，.…:o 史 )， ae 2 各。 我 们 令 

on = 全) opPASEA…Aog 和 三 ， 


这 是 Zr 上 的 一 个 没有 零点 的 C” 六 形式 2 注意 ,如果 《ol ……， 
ow) Cw,"…*, wm) 是 某 个 开 售 上 的 两 组 结构 形式 ， 则 存在 复 全 
贡 数 rnps 1 < 5 4 A m2, 使 得 

ee 


:el 
令 DD = det(apy)， 则 
wr NBA Non NG = (Dl No NA wnh wom” 
并 且 1D 人 > 盖 0. 因而 
eg 和 
其 中 加 > 0。 由 此 直接 得 到 我 们 的 结果 ， 


1) 原文 将 Uj 误 为 wo 户 . -一 说 者 注 
2) 原文 将 1 雪上 9 J 所 m 涡 为 1 所 下 17 失 下 , 一 一 译 阁 注 
3) 原文 将 等 式 右 端 误 为 [Dai A 信和 一人 ww 人 5m, 一 一 译 者 注 
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$ 2.13，Poiacare 引 | 理 和 Grothendieck 引 理 


我 们 曾 定 义 了 一 个 《” 流 形 六 上 的 闭 形 式 和 正 合 形 式 《 定 义 
2.6.9), 以 及 VV 的 de Rham 群 HXV)， 现 在 我 们 首先 来 证 明 一 个 属 
于 Poincaré 的 引 理 , 在 这 些 群 的 研究 中 ， 些 引 理 具 有 有 急 大 的 重要 
性 ， 

2.13.1 Poincaré 引 理 今 也 是 R* 中 的 一 个 山 开 集 ;,% 是 DD 上 的 

一 个 让 之 1) 次 的 C* 形 式 区 之 1), 它 是 闭 的 , 即 dw 二 0。 则 在 

D 上 存在 一 个 一 1 次 的 C* 形 式 w', 储 得 dw' 一 w, 并 且 , 如 果 

rz 是 一 个 之 1 的 整数 ?， 则 存在 一 个 民 线 性 映射 4:4*D, rf) 一 

人 (了 Pr) 使 得 对 于 任何 we 4CD,+), 我 们 有 
下 

4 称 为 一 个 同 伦 算 子 .上面 的 结 采 适 用 于 与 马 微分 同 胚 的 流 形 ， 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 不 妨 假 设 RR" 的 原点 0 在 台中 。 令 
1 一 (0,1) 是 尺 上 的 开 单 位 区 间 , 4:D X 1 一 D 是 映射 (1,x)-> 
:x », 

令 J 人 巡 及 所 有 整数 组 j， “*”*y fa, 1 之 eS 1p 和 和 ， 并 
令 dxj 二 dzxi, 人 人 dx,s 着 ] 一 (jsj2). DD 上 任意 一 个 C* 
类 的 了 -形式 可 以 唯一 地 写 为 

0 一 2 a(x)ax1, a €E CH(D). 


因而 寻 (w) 二 wi 十 dt 人 coo, 其 中 to 是 一 个 了 -形式 , w。 是 一 个 
(P 一 1)- 形 式 , 它 们 部 不 包含 dz ， 即 ,它们 有 下 述 形式 


D1 ba | 2 Ciis wj lp 
了 


wo = > cxlt, x)dxr, K=( 多 ,- “ 7 和 名 < "< SS。 
长 


1) 原文 将 + 溪 为 p. 一 详 者 注 
2)》 原文 将 及 :DXI->D 误 为 #:DXI., 一 一 伴音 注 


st27 。 


我 们 用 


A 


A(wm) = 上 wodt 一 2 {| co Da] dxx 


定义 DF 上 一 个 C* 类 的 (一 1)- 形 式 A4(w)， 显 然 ,4 是 民 线 性 
的 。 现 在 考虑 4(dw)， 我 们 有 
jdm) -= dh) = dw, — di wo = dW, 
Bo _ , 
十 dr 人 (2 a on » 
其 中 ,对 于 D x 1 上 的 一 个 不 包含 天 的 P- 形 式 X, 我 们 定义 2X 
为 D X 1 上 的 一 个 (P 十 1)- 形 式 , 它 不 包含 4 , 使 得 
ct x ax Gaj(x, 1) 
dxX=a2dX+ a Br Bi 2 De dxjs 
X= Easlx, 1 dxi. 


因而 
A(dwm) = | ed 一 | (4d ww0) a 

显然 ， 

| 6ez 一 w，, 

-0 81 
并 且 

| d'wdt — a | wdt 一 dd)。 

这 襄 给 出 了 
2.13.2 w= dA(w) + A(dw). 
特别 ， 恕 果 名 是 闭 的 ， 唱 4(4w) 一 0, 因而。 二 4w', 其 中 ww 一 
dc。 


对 于 算 子 如 有 一 个 相应 的 结果 , 它 首 先 由 Grothendieck 所 证 
了 月 ( 未 发 表 )， 然 而 , 我 们 必须 考虑 一 个 不 同 的 区 域 类 .我 们 从 下 
述 引 理 开 始 . 
2.13.3 引 理 令 大 ,， 工 , LL' 分 别 是 C,C", R”* 中 的 紧 集 ， 我 们 
用 (xz, tw, +) 表示 5 二 收 X 上 Xx 工 ' 中 的 一 个 点 。， 令 8 是 5 的 一 
.129、 


个 邻 成 中 的 一 个 C” 函数 ， 对 于 国定 的 xz, 1:, 它 是 w 的 全 纯 曾 数 . 
划 在 s 的 一 个 邻 域 中 存在 一 个 C” 函数 妨 对 于 固定 的 x, :， 它 是 
儿 的 全 纯 函 数 , 使 得 在 3 的 一 个 邻 域 中 8f/ 83 一 8， 

证 明 我 们 不 妨 假 设 , 对 固定 的 w, 1, 8 在 C 中 有 紧 支 集 ; 事 
实 上 , 我 们 只 需 在 & 上 科 以 一 个 具有 紧 支 集 的 C” 函数 2， 它 的 支 
集 包含 在 天 的 一 个 邻 域 中 :在 天 的 一 个 比较 小 的 邻 域 中 它 等 于 1 

令 5 表 示人 C 中 的 任意 一 点 ,一 88 十 加 ,EE, 4 是 实 的。 定义 


f(z,w,t) 一 一 Cs 人 2) "g(t, Ww, tadE A dy. 
因为 在 C 中 0 的 一 个 邻 域 中 函数 115 是 可 积 的 ,因而 上 式 等 于 
一 开 Cig(s 十 6 ws DdE A dn, 


因此 它 是 一 个 C” 函数 ,对 于 固定 的 x, *， 关 于 包 它 是 全 纯 的 . 此 
外 ， 


of -1 Og 
SF (zs ws 1) 一 一 | 有 OE (s+ &, ws 人 4 人 4 


| 1 Op 一 1 Jy 六 
im 寺 | 二 BE Ce + baw DE dE A dt 


一 lim -二 | dg 十 sy ws Ed). 
lt ls 


1 
El Zt 
然而 ,由 Stokes 定理 2.9.9, 这 等 于 
lim Rs | (二 
E>0 Df ,i= 
这 就 得 到 了 结论 ， 
我 们 将 利用 下 述 记 号 ， 若 w 是 C7 的 开 集 Q 中 的 一 个 (ps, 9) 
型 的 C” 形式 , 则 我 们 可 以 把 % 唯 一 地 写成 下 述 形式 : 
0 一 ,axdriNdsr, axr€ C(O), 
了 ,的 


了 一 (fis “3 jr), 天 = (Ki, ee 


12 此 函数 只 是 z 的 函数 ,与 wf 无关. 一 一 译 者 注 
2) 原文 将 g(xz2wyf) 误 为 4Cx)。- 一 - 译 考 注 
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1 拓 记 二 “ee jr 委 天 ] 所: 名 < 过 
我 们 称 ajx 为 中 的 系数 。 我 们 令 
2 es 287 人 GZK% 


Og, jE gy 
并 类 似 地 定义 Bo/8x;。 这 样 ,我 们 即 有 
mn - co 
Bo ~ 48,A 82. z 
2.13.4 Grothendieck 引 理 令 K, ,KK; 是 C 中 的 紧 集 ?, 并 令 
5 二 Ki X…' XK:CC”"， 令 名 是 5 的 一 个 邻 域 中 的 一 个 (7, 9) 
型 的 C” 形式 (4 空 1), 使 得 5o = 0, 则 在 C* 中 存在 一 个 (P,9g 一 
1) 型 的 形式 w', 使 得 在 3 的 一 个 邻 域 中 6w' 一 o。 
证 明 若 v 是 一 个 实 1 的 整数 , 则 我 们 用 
At4 = 490S) 
表示 定义 在 5 的 一 个 邻 域 0 = 0(5) 中 的 C” 形式。 的 空间 ， 这 
些 o 不 包含 dz dzs, 见 ，% 可 以 号 为 下 面 的 形式 : 
wo Dajk * dz1N\ dar, aor € CD)， 
其 中 了 = (7 “一 (人 ‘sk 
1 1 魏 丰 天 < 和 7 一 1。 [ 苦 v 渤 pp， 则 42? 就 是 所 有 
(p, 9) 型 的 形式 的 空间 . ] 显 然 , 若 we 4 好, 且 4 兰 1, 则 我 们 有 
三 0, 因而 当 o6 49% 时 引 理 2.13.4 的 论断 是 平凡 的 。 用 归纳 
法 , 我 们 假设 对 于 45” (其 中 1 专 v 专 #) 中 的 所 有 形式 ， 结 论 是 
对 的 ,并 令 w€ 4 过 ,我 们 可 以 写 为 


w = dz, Mi + wa 


其 中 
WE 4 to € AP 
若 5w 二 0, 则 我 们 有 ?” 
一 dg 人 5o, + Heo, 一 0， 
内 为 内 和 中 不 包 贫 4zo， ds， 因此 这 区 请 善 对 于 /之 > 十 1， 


1) 原文 将 KK,， “sg Ks 误 为 Ki， "**? Km、 一 一 译 者 注 
2) 原文 将 一 45,AS%w,， 识 为 一 JB4AN B00,， 谋 首 注 
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有 


0 

Oi 02, 
也 大 CO 0D2 的 系数 是 So+19 “ss Tn 的 全 纯 轨 数 . 由 引 理 2.13.3， 
在 3 的 一 个 邻 成 里 存在 一 个 〈p 9 一 1) 型 的 形式 必 ， 它 的 所 有 
的 系数 是 + ……， sa 的 全 纯 函 数 , 使 得 6BX 18z 一 om. 在 XX* 上 
乘 以 一 个 适当 的 具有 紧 支 集 的 C” 函数 ， 它 在 5 的 一 个 邻 域 上 等 
于 1, 则 我 们 就 看 到 ,存在 一 个 C" 上 的 C” 形式 X, 使 得 在 8 的 一 
个 邻 域 由 X 的 所 有 系数 是 tt， ……。ss 的 全 纯 芳 数 , 结 且 , 在 5 的 
某 个 邻 域 中 8Xj83, 一 om、 这 纺 涵 着 

wo— OXE 4484. 
由 关于 + 的 归纳 假设 ,存在 一 个 C" 上 的 (p,q 一 1) 形式 上 4, 使 得 
在 3 的 一 个 邻 域 中 心 一 5X = 8% 这 就 证 明了 引 理 . 
2.13.5 定理 令 Di, …, D, 是 GC 中 的 开 集 ,并 令 D = DD, x 
XD。,. 令 吕 是 D 上 的 一 个 (P, 9) 型 的 C” 形 式 (9 之 1 )、 满 足 
bo 一 0. 则 在 D 上 存在 一 个 (P，4 一 1) 型 的 C” 形式 w', 使 得 
Ow = ww. 
证 明 令 {Ksw), 廊 二 1,2,…s 2 二 1,…,n, 是 站, 中 的 
一 列 紧 集 ,使 得 
ed by 天 mm 站 


Cp! | 


并 令 5 二 Kim X :-- X Ks,m。 我们 考虑 两 个 情形 . 

情形 1I.9 之 2. 由 引 理 2.13.4, 对 于 任何 之 0, 在 C"” 上 存 
在 一 个 (p, 9 一 1) 型 的 形式 wm， 使 得 在 5 的 一 个 邻 域 中 So。 一 
0、 则 ooxl 一 om 是 一 个 (ps 4 一 1) 型 的 形式 《9 一 上 兰 1), 使 得 
在 5 的 一 个 邻 域 中 owt 一 wm) 一 0、 再 一 次 应 用 引 理 2.13.4， 
在 C" 上 存在 一 个 人 z, 9 一 2) 型 的 形式 X,, 使 得 在 S。 上 5X。 一 
mntt 一 wm。 我 们 定义 一 个 D 上 的 (Pp, 4 一 1) 型 的 C” 形 式 w 如 
下 : 


7 


wo 已 在 9 Es 
OX 一 。… — 8X, 在 Sw 上, m 半 0; 
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注意 
(Ba ON Dd 
一 Wnt 一 Wm 一 Xm 一 0 在 5。 .上 ， 

因而 or 的 定义 是 有 意义 的 。 显 然 ,在 刀 上 Br 一 ow. 

情形 I 4 二 1。 现 在 我 们 假设 紧 集 序列 {K,,n} 有 下 述 性 质 : 
在 Kn 的 一 个 邻 域 上 的 任何 全 纯 函 数 可 用 D, 上 的 全 纯 函 数 来 如 
近 , 此 逼近 在 Ke 上 是 一 致 的 。 在 C 的 任何 一 个 开 集中 这 样 的 一 
个 序列 {Kw} 的 存在 是 一 个 经 典 的 定理 ; 从 $3.10 的 一 些 结果 也 
可 以 得 到 这 个 命题 。 因 市 从 定理 1.7.7 即 得 , 在 S。 = Km X 
x 天 sn 的 一 个 邻 域 中 的 任何 一 个 全 纯 衣 数 可 以 用 D 纯 函 
数 来 带 近 ,此 下 近 在 S。 上 是 一 致 的 

若 X = Zajxdzj 人 qzk 是 D 上 的 一 个 形式 , SCD, 则 我 们 记 


lxll: = 2 sup [ajxla)!. 
Tk FEES 


令 w 是 DE 上 的 一 个 (p, 1) 形式 ,使 得 6w = 0。 由 引 理 2.13.4， 
在 C"” 上 存在 一 个 (p, 0) 型 的 形式 wm, 使 得 在 3$* 的 一 个 邻 域 中 
Om = coD。 则 Hw SS (om) 一 0， 以 到 (参阅 注 2.6.15) Wmtl 一 
wm 的 所 有 系数 在 5 的 一 个 邻 域 中 是 全 纯 的 ， 由 上 面 关于 逼近 的 
可 能 性 的 说 明 ， 在 D 上 和 在 一 个 全 纯 的 (p, 0) 形式 , 壁 如 说 XX,, 使 
得 
jos 一 om ~— Xnlls, 2, m= 0,1,2,...。 
我 们 令 
ww" 一 to 十 > 《on — wm — Km), 
m= 


则 o 是 DP 上 的 一 个 《(p,0) 雹 的 形式 .在 Sr 上 ,我 们 有 
WC bm 一 加 一 … 一 Xp 于 > (oa 一 cx 一 Xa), 


| 


末尾 的 级 数 是 一 个 〈zp，0) 型 的 形式 ， 它 的 所 有 系数 在 Sm 的 一 个 


1) 原文 将 5% 二 中 误 为 5ws 一 吓 . 一 一 译 阁 注 
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邻 域 中 是 全 纯 的 , 因此 , 由 于 为 , .……，》 是 全 纯 的 ,在 S。 上 我 们 
妈 有 5w' 一 6wm4 一 w。 由 于 对 于 任意 mw 这 是 成 并 的 ， 因 此 就 但 
到 了 结 

而 给 出 的 Grothendieck 引 理 多 证 明 由 Serre [1954] 关于 
Gro 原来 的 证 明 的 解释 而 得 来 。 然而, 我 们 注意 到 , 一 个 
类 似 的 归纳 法 可 以 甫 来 证 明 关 于 立方 体 的 Poincaré 引 理 . 事实 上 ， 
这 已 由 E，Cartan [1958] 所 给 出 。 参阅 第 153 页 上 的 注 ， 


§2.14.， 应 用 : Hartogs 延 拓 定理 
和 Oka-Weil 定理 
本 节 中 我 们 指出 如 何 将 Poincaré 引 埋 和 Grothendieck 引 理 应 
用 于 复 分 析 ， 
2.14.1 命题 令 9 是 C" 中 的 一 个 凸 开 集 ，9? 是 2 上 的 一 个 实 什 


C7 通 数 ， 则 存在 一 个 20 上 的 全 纯 通 数 ,使 得 Ref 一 gq, 当 且 仅 当 
对 于 1 委 py> 丢 ?在 2 上 有 Boe/0x,Dzv 一 09. 


证 明 若 p 二 Ref = + 让, 因为 我 们 有 


有 


Bz Oz, Oz, 
WI Pp/ Os,02 一 0。 反之 ,假设 这 些 方程 被 满足 . 这 即 蕴 衣着 
586op = 0. 


1 


然 仙 
ap 一 (5+8)6p 一 56g 一 0 
(因为 人 二 0)， 因 而 由 Poincaré 引 理 2.13.1, 存在 一 个 复 信 C! 通 
数 g, 使 得 dg 呈 6p. 但 是 邵 是 一 个 (1,6) 型 的 形式 ,因而 68 = 
8p; 并 且 6g 二 0, 所 以 8 是 全 纯 的 ， 此 外 ， 
d(g+ gE)= p+ Op = dp 
(因为 ?是 实 的 ), 因 而 g 十 8 一 9 是 常数 。 由 此 见得 结论， 
这 个 命题 蕴涵 荐 下 述 推论 ， 
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2.14.2 推论 令 w 是 复 流 形 P 上 的 一 个 实 位 C0? 通 数 . 刘 局 部 地 
人 是 一 个 全 纯 痕 数 的 实 部 ,当量 仅 当 569 = 0， 
2.14.3 引 理 令 

P= {(z* 2s) EC"| les| < R,,v = 1,...,»} 
是 C" 中 的 多 网 柱 , ” 守 2. 令 UU 是 68P 的 一 个 邻 域 , f 荐 UU 中 的 一 
个 全 纯 函 数 。 则 存在 一 个 P 中 的 全 纯 函 数 F 和 6P 的 一 个 等 域 LL 
使 得 BU AP 

证 明 令 =>0， 并 令 

一 长 二 2) 一 8 < [al 二 二 |z,1 < R,,» > 2} 


U, 一 人 zy zz < Ri, Ri — 5 < 1z| < Rs, 
[zs,| < Rv > 3}. 
车 s 充分 小 则 UiUUsCU， 对 于 在 UV, 上 全 纯 的 任何 函数 j, 在 
1(z a) EE CT |z,) Rv =2,...,72} 
中 存在 全 纯 函 数 ap(z') 一 on(z2，''*， za), 使 得 
1(7) 一 > ap(2')2f, z — (zs 2'), 


并 且 ， 此 级 数 在 到 的 任何 紧 子 集 上 一 致 收 伍 。 现 在 选取 任何 点 
2 一 《22， 2 < 它 满足 
及 一 6E < | < 下) Ea| < RK,, ?7 之 了。 
车 二 在 台中 是 全 纯 的 , 则 Xs, z ) 在 1z| < Ri 中 是 全 纯 的 ， 因而 
在 并 i, 2") 的 Laurent 展开 式 中 不 存在 zi 的 负 寡 次 的 项 。 这 蕴涵 
着 , 若 zx’ 满足 上 面 的 条 件 , 则 当 p 过 0 时 ap(z') 一 0. 由 解析 开拓 
原理 , 当 PF 二 0 时 aps(2’) 三 四 因而 
fz) 一 jap 于。 在 UUU, 上. 
由 Abel 引 理 , 这 个 级 数 在 了 的 任何 长子 集 上 一 致 收 伍 。 若 在 P 上 
F(#) = >) ar(z’')af, 
p= 
风 在 U P 的 包含 VU Ui 的 那个 连通 分 支 中 二 1。 显然 ,这 个 
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连通 分 支 具 有 7 站 了 这 样 的 形式 ,这 里 了 是 6P 的 一 个 邻 域 . 
2.14.4 引 理 令 必 是 C? 中 的 一 个 《0,1) 型 的 C” 微分 形式 ， 它 
有 紧 支 集 , # 宇 2， 若 Sw 一 0 0 Cr 
Ps 使 得 Op =。 

证 明 选取 R >.0, 使 得 

suppfo)JCP 一 {(sy yanecdCojis| < R}. 
由 Grothendieck 引 理 2.13.4, . 尝 在 一 个 CF 上 的 6” 了 水 数 吉 , 使 得 
54 二 w。 然 而 ; 在 8P 的 一 个 邻 域 马 中 本 一 中 一 0, 即 , 史 在 8P 
的 一 个 邻 域 中 是 全 红 的 。 由 引 理 2.14.3， 存 在 一 个 卫 中 的 全 纯 函 
数 F, 它 是 VNP 的 开拓 ( 若 适 当选 取 上 UU). 令 
plz) 一 下 《zz) séP, 
"0 -1 若 zgP， 

则 是 一 个 具有 紧 支 集 的 C” 须 数 ,并 且 5p 一 o. 

现年 我 们 米 证 明 下 述 属 于 Hartogs 的 重要 定理 。 
2.14.5 定理 ' 令 DD 是 C" 中 的 一 个 有 界 开 集 , 使 得 C” 一 DD. 是 连 
通 的 , ”之 2。 令 U 是 8D 的 一 个 邻 域 , f 在 U0 中 是 全 纯 的 。 则 存 
在 8D 的 一 个 邻 域 V 和 DD 上 的 一 个 全 纯 函 数 下 , 使 得 FIV ND 一 
tIv ND. 

证 明令 “是 一 个 县 有 紧 支 集 的 C” 画 数 ， coe ea 在 
86D 的 一 个 各 域 中 g 一 1。 在 了 中 令 了 一 由 在 了 一 也 中 令 上 一 
0, 划 FEC”D), 在 D 上 令 w 一 Ff, 在 C"” 一 D 上 念 w 一 0， 
为 在 6D 的 一 个 邻 域 中 f 一 1, 而 f 是 全 纯 的 , 所 以 在 人 D 的 一 个 
邻 域 中 一 0; 因而 % 是 C* 中 的 一 个 苏 有 紧 支 集 ( 由 于 DD 是 有 界 
的 》 的 C0” 形式. 由 引 理 2.14.4, 在 C* 中 存在 一 个 具有 紧 文 集 的 
C” 隔 数 qq, 使 得 6%p 二 w。 显然 ,PP 在 任意 一 个 开 集 一 一 在 其 上 
o 一 0 一 一 上 是 全 纯 的 ,特别 ,在 C" 一 了 DD 的 一 个 邻 域 上 是 全 纯 的 ， 
然而 ,在 C" 的 一 个 紧 子 集 KK 之 外 gq = 二 0. 由 于 C* 一 DD 是 连通 
的 ,了 DD 是 有 界 的 ,因而 存在 一 个 C" 一 D 的 连通 的 邻 域 斑 , 使 得 到 
站 《C” 一 关 ) x 多 ， 由 解析 开拓 原理 ,在 上 二 0。 

在 D 上 令 下 eg 上 二 证。 因为 在 到 上 中 王 0， 特别 ， 在 6D 的 
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一 个 邻 域 了 一 一 在 了 上 vc 三 1 一 一 中 一 0, 因而 在 了 和 了 上 我 
们 有 F = 二 =f. 此 外 ,在 D 上 5F = 二 6) 一 6q =o 一 5p 一 0, 因 而 
F 是 全 纯 的 ， : 
214.6 定义 今 0 是 C" 中 的 一 个 开 集 . 我 们 说 0 是 5- 零 调 的 ， 
若 对 于 0 上 任何 一 个 (p,9) 型 的 C” 形式 w:9 守 0,49 之 1, 5o 一 
0, 存在 一 个 (Pp, 4 一 1)》 型 的 C” 形式 wo', 使 得 Ow' 二 名. 
2.14.7 定理 (Oka) 令 D= {xzEClis| <4} 是 人 下 的 单位 加 
盘 . 令 9 是 Cr 中 的 一 个 开 集 ， 人 零 调 的 。 若 1 在 
马上 是 全 纯 的 , 则 集合 
2 一 tc) < 1} 
也 是 5- 零 调 的 ,. 并 且 ， 对 于 2 上 任何 (p, 9) 型 的 C= 形 式 o; 
P 之 0,4 之 0, go 一 0, 存在 一 个 2 XD 上 (p, 94) 型 的 C” 形 式 
ow , 满足 5o' 二 0, 并 使 得 w*(w) = w, 其 中 :8 一 Q XD 是 爱 
对 
证 明 我 们 从 后 半 部 分 的 证 明 开 始 。 令 是 2 上 一 个 (p,9) 
型 的 C”* 形式 , p, 9 守 0, 使 得 Bw 二 0。 显然 , # 是 一 个 全 纯 的 ， 
常态 的 ， 内 射 的 映射 ， 使 得 在 每 一 点 处 xx 是 内 射 的 。 因而 了 一 
s(9i) 是 0 XD 的 一 个 闭 的 复 子 流 形 . 
仿 zx:9 XD 一 0 居 投 影 鼎 射 (x, 2)-H->x, 并 令 U==xr 1(9;) 
一 Qi X D. 显然 ,U 是 0 XD 中 五 的 一 个 邻 域 . 
令 U' 是 0 X 了 中 了 的 一 个 邻 域 , 满 足 ICD. 令 4 是 9xD 
上 的 一 个 5” 函数 ,使 得 
i 2) =—{， 若 (x， »)¢U', 
+1 者 (x, 3) 属于 了 的 一 个 邻 域 . 
形式 ww 二 (wo) 是 U 上 一 个 (p49) 型 的 形式 ， 并且, 因为 在 9) 
上 xou 一 伍 等 映射 ,所 以 w*(000) 二 (xon)*w0) 一 w。 
定义 0 xX D 上 的 一 个 形式 中 如 下 : 
=- 在 U 上 ， 
”to 在 5 外 ， 
则 中 是 2.x DD 上航 一 个 ( 户 ,9) 型 的 5C” 形式 ,并 且 ax my)》 = tD， 
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令 
i ={ 车 (xyz)ET， | 
7 (z— fx)) (B50)(r,z) 车 (x,z)EQXD—YV, 

岗 C92 是 如 xD 上 的 一 个 9? .十 1) 型 的 C™ 形式 ,并 县 6o。 一 
(是 Ce 的, 因为 在 7 的 一 个 邻 域 中 Bo 一 0)， 因 为 02xXDD 是 
下 - 零 调 的 ， 因 而 存在 9 x D 上 的 一 个 《p, 9) 型 的 形式 co， 使 得 
Sw, 一 w,, 

令 

o' 一 or 十 (z 一 Hz))o:， 
则 w' 是 8 Xx D 上 的 一 个 (pg, 9) 型 的 C” 形式 。 再 者 ， 
Ow’ = Ow 十 《zx 一 f(x) )w;: 一 0， 

并 且 w*(o') 一 w*(w1) (因为 当 (zx, z)eV 时 z 一 1(x). 一 0), 因 
mw 一。 

2 是 5- 零 调 的 这 一 事实 从 上 面 的 结果 和 4 x D 是 5- 零 调 
的 这 一 事实 即 得 . 
2.14.8 ”推论 ”记号 如 定理 2.14.7 中 所 述 ， 车 对 于 每 个 空 06， 
2 x Dr 是 5- 堆 调 的 ， 则 对 于 每 个 《之 0, 8; X D* 也 是 5- 零 调 

证 明 这 从 

0 X 了 一 05 
即 得 ,其 中 9 一 Q X Di g(x, x) = f(x). 
2.14.9 定理 (Oka》 令 有 ，…', 大 是 C" 上 的 全 纯 隙 数 ， 并 令 
U=i{r€EC" I) 1,»= 1,.……,*}. 
令 x:U 一 C* Xx Dt 是 鼎 有 射 
xz—t>(x, hls) f(x)). 

则 , 对 于 U 上 任何 全 纯 函 数 g, 存在 C* x D+ 上 的 一 个 全 纯 函 数 
G, 使 得 Gou = g. 

证 明令 

四， = C", 0 = {x* € Qo. | [kz ~ I 1] 委 户 委 改 。 
令 
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XXX 

是 耿 射 
(rz) 一 ->(x，z， 及 -h(x))。 

由 定理 2.13.5 和 推论 2.14.8, 对 于 0 过 + 过: 守 0, 8XD' 是 

5- 霉 调 的 。 再 者 由 定理 2.14.7, 对 于 0.s Xx D+ 上 任何 5- 闭 的 


(p, 9》 形式 w?, 存在 一 个 Q4-p-: X D?+! 上 的 5- 闭 的 (p, 和) 形式 


w', 使 得 她 (w') 一 w。 然 而 ,我 们 有 2 一 UU, 并且 
ui:U~>C" Xx Dt 
是 映射 


Wo AOL IN, 


由 此 即 得 , 对 于 U 上 适合 5 一 0 的 任何 (p，9) 型 的 形式 @, 在 名 

XD* 一 C" x D* 上 存在 一 个 《gp,4) 型 的 形式 wo', 满足 Bw' 一 0 

和 xs*(o) 一 wm; 当 p 一 9 一 0 时 , 即 得 到 定理 2.14.9. 

2.14.10 ”Oka-Wreil 通 近 定理 和 若 有,………,f. 是 C" 上 的 全 纯 函 数 ， 

且 若 

、 U={x€C"f | 1 v= 1,...,k}, 

则 UU 是 一 个 Runge 域 (参阅 定义 1.7.1), 即 , U 上 的 任何 全 纯 防 数 

可 以 用 x，:… ,xs 的 多 项 式 逼近 3， 此 逼近 在 了 的 任何 紧 子 集 上 

是 一 致 的 。 机 . 
证 明 令 wiU ->C"X Dt 一 8 是 映射 + 一 tH>(x, f(x),………， 

fr(x))。 若 # 在 U 上 是 全 纯 的 , 则 由 定理 2.14.9, 有 在 一 个 9 上 的 

全 纯 函数 G, 使 得 Gou 一 g。 但 是 6G 可 以 展开 为 Taylor 级 数 


G(x, 3%) = Facprtle VE + 


在 29 的 任何 紧 子 集 上 此 级 数 是 一 致 收 伍 的 ; 特别, G 蚌 多 项 式 Pw 
的 极限 ,在 2 的 任何 其 子 集 上 ，Px 一 致 收 化。 因而 : 整 函数 
Ev lx) PCxi， ”9 Tny VAC 中 ACD, 


1) 所 谓 @ 是 5- 半 的 撒 式 ; 即 指 6w 二 0. 一 一 译 淮 注 
2) 原 忆 将 和 px 识 为 9…928 :一 一 译 霹 广 
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Wm ~ mas 


在 辟 的 任何 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 Gow = g， 因 为 任何 一 个 整 函 数 
是 多 项 式 的 极限 ,因而 定理 得 证 . 
2.14.11 命题 CC" 市 的 一 个 凸 开 集 是 一 个 Runge 域 . 

证 明 只 需 证 明 K" 中 的 一 个 有 界 叫 开 集 98 是 一 个 Runge 域 
即 可 . 令 关 是 2 的 一 个 紧 子 集 . 若 nm， ，x= 是 C ”中 的 党 标 函 
数 , 则 对 于 任何 边界 点 a。& 89, 存在 一 个 线性 缠 数 


lax) 一 > Cyty 于 coy 


vml 
使 得 i(a) 二 0, 并且 对 于 任何 *E@, Re is(x) 二 0. 由 此 即 得 :对 
于 任何 ak 89, 存在 一 个 C" 上 的 线性 函数 ,使 得 
ReL(x) <0, xEK, ReL(a)>0 
《用 工 二 1 二 5 代替 1, 其 中 6 之 0 充分 小 )。 则 对 于 4 附近 的 所 
有 zx,Re 上 (x) > 0， 因 为 89 是 紧 的 ,因而 存在 有 限 多 个 线 性 函数 
Lis ***» Ls, 使 得 
max Re L,(x) 从 而 ze 69， 
< 站 0 若 xEK， 
因而 集合 
UU={x€0Q|lRe L(x) < 0, = 1,.…,r+} 
包含 记 , 并 且 在 人 2 中 是 相对 紧 的 ?, 然 而 集合 V={x € C"|ReL,(x) 
过 0, y= 二 1, ,r+} 是 "中 的 廿 集 , 因而 是 连通 的 ,并 £4 VNM2= 
U 在 Q 中 是 相对 紧 的 ， 因 而 VV 王 UU。 这样， 
U= {x€EC"||f,Cx)| < 1, f= exp(L), v= 1 °° 7}. 

由 定理 2.14.10, 上 是 一 个 Runge 域 , 因而 如 上 的 全 纯 项 数 可 以 用 
多 项 式 交 近 , 此 通 近 在 入 上 是 一 致 的 。 因为 天 足 台 中 的 任意 一 个 
紧 集 ,并且 UC98, 因而 命题 即 各 和 证， 

这 里 所 给 出 的 Hartogs 定理 的 证 明 由 Malgrange-Lax 的 逼近 
定理 的 证 明 所 提示 (参阅 $3.10; 也 可 参阅 Malgrange [1956]). 
Oka-Waeil 定理 的 证 明 实 质 上 是 Oka 原来 的 证 明 [1936] 用 微分 


1) 束 文 将 品 误 为 吕 . 一 一 详 省 广 
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形 愉 语言 的 翻译 .两 者 都 在 Hormander [1966] 节 中 给 出 ， 


§ 2.15. 浸入 和 租 入 : Whitney 定理 


我 们 将 只 讨论 在 无 穷 远 处 是 可 数 的 C” 流 形 P,V',…。? 
2.15.1 定义 邻 V,V' 是 Ct 流 形 ,，f:V 一 V 是 一 个 Ct 映射 ， 
f 称 为 企 a。& 了 处 正则 的 ,如 果 微 分 映射 hs: 了 (7) -> Tyca(V') 
是 内 射 的 。 了 称 为 在 一 个 集合 3 CP 上 正则 的 ,如果 它 在 每 一 点 
a &€ 5 处 是 正则 的 ;了 称 为 正则 的 ,如 果 它 在 六 上 是 正则 的 . 

一 个 C* 映射 产 F 一 称 为 一 个 嵌 人 ,如果 了 是 一 个 委 和 人 “， 
并 且 是 内 射 的 。 此 外 ,如 果 忒 了) 具有 由 亚 " 诱导 的 拓扑 ,了 是 一 个 
从 到 XV) 上 的 同 是 , 则 了 称 为 是 一 个 局 部 常态 蔚 人 《参阅 命题 
2.5.8)。 一 个 嵌入 (浸入 )》 产 己 一 V' 称 为 是 一 个 闭 的 嵌入 《温和 信 )， 
如 果 了 是 常态 的 《参阅 定义 2.5.7)。 类 似 的 定义 适用 于 实 的 和 复 
的 解析 流 形 和 映射 . 

现在 我 们 考虑 V' 二 R? 这 一 情形 ， 令 CLVY ,9) 表示 从 了 到 
R? 中 的 所 有 C* 映射 的 集合 ， 我 们 将 这 个 空间 拓扑 化 如 下 : 令 4 
是 一 族 坐 慰 系 

并 一 {CUi, Pi) hiess 

使 得 {U;} 构成 了 的 一 个 局 部 有 限 覆 盖 ， 我们 假设 Vi:EV。 令 玉 i 
是 Ui; 的 一 个 紧 子 集 ,使 得 UK; 一 了 我们 考 碟 一 族 正 实数 e 一 
{8;} ;es 和 一 族 正 整数 mm 一 《milies，mi; 仿 交 ,它们 的 指标 集合 与 
1 的 指标 集合 都 是 .2 。 对 于 V; 上 任意 的 人 函数 中 和 二 整数 组 
c 一 (ao 0 这 0, 其 中 |a| 二 a 十.… 十 0 全, 我们 令 


DBA) (2) …( 2a) glx), 


其 中 ， 相 应 于 坐标 系 《Uji, pi) 的 向 量 场 8/6x, 如 $2.4 中 所 定义 。 


1) 所 滑 在 无穷 远 处 是 可 数 的 ,如 果 洲 是 可 列 个 紧 集 的 睹 集 ，- 一 - 译 者 注 
2) fi:V>V” 称 为 一 个 设 人 ;如 昌 对 于 本 何 4 Fe 是 内 射 的 ， 一 一 详 盐 佬 
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对 于 万 EC 多，3)， 令 
天 一 BU,m, £6, h) 
是 集合 
B=1{f€E CUV Df fs)| < si 
对 于 x € Ks [gal 和 m1 .外 
我 们 葛 求 ， 对 于 固定 的 1, 当 my & 遍及 所 有 具有 上 面 所 述 的 性 质 
的 两 类 族 时 , 集合 族 { 寡 } 构成 h 的 一 个 某 本 邻 域 组 , 这 样 , 我们 
就 定义 了 CAP, 9) 上 的 拓扑 。 若 
Ba {CV,, Pi) ie 
是 另 一 族 如 上 所 述 的 坐标 杀 ，8 一 {8;)，Mm 一 {mp;} 分 别 是 相应 于 
3 的 正 实数 族 和 正 整 数 族 , 则 我 们 立即 看 到 ,对 于 任何 集合 
BIB, mm, s', hh)= HW', 

存在 一 个 包含 在 乡 ' 中 的 集合 家 ( 遇 , m,，8， 思 ), 反之 订 然 。 因 而 
CKXV,9) 上 的 拓扑 不 依赖 于 族人 (和 暴 集 族 {Ki} ,Ki;CUi) 的 远 
取 . 

我 们 用 CR(V, 9) 表示 具有 上 述 拓扑 的 空间 C*(V ,9)， 或 者 ， 
当 不 会 发 生 混乱 的 时 候 , 我 们 就 用 你 或 从 (7 了)》 表示 它 ， 

注意 , 只 是 在 了 是 紧 的 这 一 情形 中 , 上 述 拓扑 才 与 紧 集 上 阶 
数 委 & 的 导数 的 一 致 收敛 性 拓扑 " 相 一 致 《 参 阔 $ 2.16)， 一 般 地 ， 
€t(V, 9) 没有 可 数 基 ,并 且 不 是 可 度量 化 的 . 

容易 从 定义 得 到 下 述 命 题 : 
2.15.2 命题 C* 淄 人 f:V 一 Rs 的 集合 在 Ct(V，9) 中 是 开 的 
(之 1). 

我 们 固定 一 全 具有 先前 所 列 出 的 那些 性 质 和 的 黎 苹 2 二 {(U;， 
pi)}， 若 工 是 了 中 的 任 一 紧 集 ,并且 f€ CA ，9)， 则 对 于 0 和 7 
三 ,我们 令 


| = 2 之 ,op 1D*f(x)|, 


2.15.3 引 理 令 天 是 8 中 的 一 个 紧 集 : 工 是 天 的 一 个 基 邻 域 ， 则 
对 十 任何 C* 获 人 fi: 一 R?, 存在 一 个 6 二 0， 使 得 对 于 所 有 满 
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足 
lf— glhr < 6 

的 g€ CKV, 9), 映射 g|K 是 内 射 的 . 

证 明 令 (U, gp) 是 V 上 的 一 个 坐标 系 ,使 得 UU 是 相对 紧 的 ， 
并 令 CCU 是 紧 集 ， 若 a, 56 也， 我们 记 

dla, 6) = pla) — pos). 
则 ,因为 f 是 一 个 嵌入 ,存在 一 个 8 > 0, 使 得 
If (a) 一 大 | 守 ead(a, 2b), a, bE CC, 

若 geE CMXV, 9), 且 上 f 一 gjbz 充分 小 ， 则 对 于 4 二 了 一 g&, 我 们 
有 


1 ee ee = ed(a, 5)， 对 于 a,5eC。 


由 此 即 得 , g|C 是 内 射 的 ;事实 上 ,对 于 a, bE CgCe) 一 多 5) 之 
了 sd(a， 6), 


因为 是 紧 的 ,因此 我 们 可 以 选取 坐标 系 (Vy, ),*…,《Vw， 
pn), 使 得 KCUV,CIL。 车 肛 一 gb 充分 小 , 则 g1V, 是 内 射 的 ， 
因而 存在 KK X 天 的 对 节 线 和 的 一 个 邻 域 三, 使 得 当 (a,58)€ 一 
A 时 ,对 于 使 上 f 一 gjjiw 充分 小 的 任意 和 的 8g, 有 g(6) 天 802). 

然而 ,存在 一 个 6 > 0， 使 得 若 《e，28)E 天 X 天 一 环 ， 则 


f(a) 一 JC5)| 守 9. 因 询 若 呆 一 gl < 0， 则 对 于 (a, 2) 


EKXK 一 WW, 有 |s(o) 一 8(5)| >>0。 由 此 即 得 引 理 ， 
2.15.4 ”命题 若 丰 衬 1， 则 从 了 到 忍 * 中 的 闲散 人 了 机 射 的 集合 在 
ce(F ,9) 中 是 开 的 ， 
证 明 令 {K 是 了 中 的 一 列 紧 集 ,使 得 
Ko= 9, KnCKnns HH UKs 一 和。 
令 工 。 是 天 -一 天 的 闭 包 。 则 
工 , 站 并 六 一 他 D， 车 和 之 计 十 2， 


1) 原文 将 世 误 为 .一 一 详 者 注 
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并 且 { 工 v} 构成 一 个 局 部 有 限 族 ， 车 大 了 一 及 是 一 个 闭 的 霸 和 人 
映射 ， 则 对 于 集合 族 [ALa)1(f(Lw)CRI), 相同 的 事实 出 成 立 . 
因而 存在 尽 ? 中 的 开 集 U0,, 使 得 Lm)CUw, 并 且 当 wm' 守 ;十 2 
时 , 7。 了 一 和 我们 可 以 选取 5， 之 0, 使 得 若 g € CV , 9)， 
并 且 对 于 所 有 mw 之 0, 有 
[|f — gllis,, < 6», 

则 (La) Uns 并 有 8 g| LnlLwti 是 内 射 的 (由 引 理 2.15.3), 我 
们 贱 言 , 所 有 这 样 的 8 是 内 射 的 .事实 上 , 若 a,bEV,a 关 5, 令 
a€E Ln bE Lm ( 璧 如 说 mr 守 m)。 车 wp' 守 mm 十 2, 则 geyeE U,， 
8(5)E Do 并 且 因 为 Von 一 好 ,因而 g(e) 关 g(8). 若 m' 二 m 十 
1, 或 者 1 = 7 , 则 因为 &| 工 。 UL 是 内 射 的 ,因而 g(a) gs(2). 
从 命题 2.15.2 立刻 得 到 , 存在 了 的 一 个 邻 域 狗 , 使 得 任何 geE 王 
是 一 个 炭 入 映射 ， 显然 , 若 产 了 一 是 是 常态 的 , 并 且 对 于 所 有 的 
xEF ,有 | 帮 s) 一 gtx)| < 委 1， 则 & 也 是 常态 的 。 命 题 2.15.4 即 
得 证 ， 
2.15.5 注 如 在 上 面 的 证 明 中 那样 , 容易 看 到 , 一 个 局 部 常态 骸 
入 映射 的 一 个 适当 的 邻 虐 中 的 任何 元 索 也 是 一 个 嵌入 映射 。 没 有 
嵌入 了 映 射 是 局 部 常态 的 这 一 假设 ,此 结论 是 不 对 的 。 此 外 ,即使 在 
紧 集 上 ,一 个 ( 非 正则 的 ) 内 射 映射 的 一 个 逼近 未 必 基 内 射 的 ， 
2.15.6 引 理 令 Q 是 R? 中 的 一 个 有 界 开 集 ,1:0 一 > Rr 是 一 个 
C* 上 映射, 天 之 1, 9 之 加 。 令 7 是 任 一 扫 & 的 整数 。 则 对 于 任何 
s > 0， 存 在 一 个 C* 映 射 8:8 一 RR?, 使 得 jg 一 州 "<s， 并 使 
得 向 量 Bg/Bx,*-*, Bg/Bx。 在 的 每 个 点 处 是 线性 无 关 的 . 

证 明 由 定理 1.6.5, 我 们 不 妨 假 设 * 守 2。 令 力 一 上 只 需 
证 明 , 若 站 是 一 个 Ct 映射 ,使 得 8F/8x.,:…, 8f/Bx, 在 9 的 任 
何 点 处 是 线性 无 关 的 , 则 存在 gt CXKQ), 使 得 上 一 了 ll? 过 6, 并 
使 得 6g/8x1，*'' ,BgjBxsn 在 QQ 的 任何 点 处 是 线性 无 关 的 ; 这 里 
0 过 sf 二 nn。 令 

ef 


vitx) = Br? 1 in; 
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则 wj; 是 一 个 从 到 Ri 出 的 Ce 映射 。 考 碟 由 
ps ""*> 1， *) Ca Sy 1i oT 


‘0 
所 定义 的 映射 


— yslx) 


vw:R' x 9—> Ra 
我 们 有 Jim(R’ x Q) 一 十 2 二 2 所 4, 并且 外 EC5《 因 为 不 六 
?2)， 内 而 由 引 理 1.4.3, 对 于 任何 3 > 0, 存在 一 个 a€ R', lall 一 
6, 使 得 ag (各 X 80)。 如 果 我 们 令 
gx) 一 六 (xz) a xn 

那么 ,如 果 8f'/1 8x,,…, 9f/8x; 是 尺 无 关 的 ,并 且 a ¢ p(R'X20)， 
则 在 任何 x*E 处 , 6g/ Bx,,-…-, Bg/Bxiti 是 尺 无 关 的 。 若 65 充 
分 小 ,我 们 就 得 到 了 结论 ， 

注意 ,3 引 理 2.15.6 中 的 了 是 8 的 一 个 漫 入 . 

2.15.7 Whitmney 漫 人 定理 若 V 是 一 个 #* 维 C* 流 形 ,并 且 4 完 
22， 则 从 了 到 R' 中 的 C* 淄 入 映射 的 集合 是 EK(V ,4)》 中 的 一 个 
开 牧 集 . 

证 明 令 刀 = {(D， po)}zowz 是 一 列举 标 系 ,使 得 {如 ,1 是 
局 部 有 限 的 ，px(D,) 二 9, 是 R* 中 的 有 界 开 和 集 , U, 在 了 中 是 用 
对 紧 的 ,并 且 = UU,. 令 KK,CU, 是 紧 集 , UK, 一 V, 并 令 6, 
0 和 整数 加 实 0, #, 委 和 是 给 定 的 ， 令 fE CKP ,9), 并 令 记 一 了 
假设 已 经 构造 了 名, …*, fm, 它们 共有 下 述 一 些 性 质 : 

《ay zz 》 |Dejk(z)] — D'OR)| < 5, 对 于 x €E Ky, Ia; SN; 


(bs m) 各 在 LK, 上 是 正则 的 ; 
和 [ 


《cy 1m) supplfen — fo CUrn, P=0,1,.…,m—1, 
令 awn 是 上 的 一 个 C+ 函数 ， supp(am) CU 并 且 在 Kw 的 一 
个 邻 域 中 mn 一 1， 由 引 理 2.15.6， 对 于 任何 3 0 和 任何 整数 
0 志 NN 志 存 在 一 个 Ct 映射 和 :1 一 虹 "， 它 在 Umi, 上 是 正 
则 的 ,并 且 , 
[D(Cfs CO— hn)| < 在 or 上 , iai 专 N, 
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券 虑 胸 身 
人 | 二 anlhn~ fm) 在 Do 上 ， 
fm 在 下 Umtl 上 ， 
则 fnn€ Ce 94), 并且 , 当 85 一 0 和 入 一 时 ,在 Ct(V, 9) 中 
fmti ~> fn 因而 ,车 5 充分 小 ， 并 且 六 之 1, MI fa 在 U < 天， 上 
是 正则 的 。 此 外 ,在 Ke 上 fmti 一 hm、 因而 fts 在 天 + 上 也 是 
正则 的 。 显然 , 若 5 充分 小 ,而 NN 充分 大 , 则 映射 组 (hh,……, f+1) 
满足 (a, mm 十 1), (b, m 十 1), (ec m 十 1).。 由 归纳 法 知 ， 对 于 
所 有 m 之 0, 我 们 得 到 了 满足 (a, mw), (b，mx)，(c、w) 的 映射 
fm:V 一 RR m 之 094。 如 果 我 们 定义 
Es lm fw» 
则 我 们 得 到 一 :个 正则 上 映射 g:T 一 民 *?， 对 于 x € K,, 它 满足 |D"f(x) 
一 Dg(x)| 所 s，|c| 志 n,。 这 就 证 明了 定理 , 
2.15.8 Whitney 左 人 定理 令 了 是 一 个 ” 维 C* 流 形 ， 并 有 8 
4 之 加 十 1， 则 从 有 了 到 民 * 中 的 谋 人 映射 的 集合 在 Ct(V。4g) 中 
笛 ， 

证 明 令 了 是 从 了 到 民 * 中 的 任 一 淄 人 觅 射 . 令 1 = {(Z。， 
qs)} 是 VV 的 一 列 坐 标 系 ， 使 得 {U,} 是 了 的 一 个 局 部 有 限 覆盖 ， 
U,EV, 并且 11U, 是 内 射 的 (这 样 的 一 个 序列 是 存在 的 )。 令 8, 之 
0, 并 令 mw>0 是 委 《 的 整数 。 令 K。 是 上 ,中 的 紧 集 ,并 且 UK,= 
7. 令 所 二 4。 通过 归纳 法 ,我 们 将 构造 从 VV 到 RR? 中 的 一 组 映射 
力 ,、"………，, fm, 它们 满足 下 面 一 些 人 性质: 

(i, m) 对 于 所 有 ,fm1U, 是 内 射 的 , f| U vemK, 是 内 射 的 ; 

Ci, my》 对 于 p=0,1,.'*,m OO— 1, supp(fe+ — fj CUpn; 

(iii m) {DmCx)— DF)) < es 对 于 x€ K, 和 |el <n,, 

2 之 ]. 
假设 给 定 了 了 乱 ,…*, fn。， 令 ow 是 VV 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 C* 消 
数 ， supplem) CUnmt, 并 且 在 天 的 一 个 邻 域 中 ar 二 1， 芳 虑 集 


全 
Ce] 


QO= {x,y) EV Xx Vom) FF on(y)}; 
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划 @ 是 一 个 22 维 的 C* 流 形 ， 令 :8 一 民 ? 十 映射 
vb, 力 一 一 如 人 一 如 0 ， 
ckxz) — en{y) 
因为 ?之 22 十 1, 因而 p(8) 有 零 测 度 ; 因而 对 于 任何 5 半 0, 在 
在 二 小 
sé Rs, Joll < 8, v ¢ (0). 
令 
jd 一 fn TT Gmv, 
我 们 是 言 , 1w+s 有 性 质 (i, m 十 1) 和 (ii,，m 十 1); 后 者 是 显然 
的 。 然而, 如果 
fmtil¥) = fryrity), 
则 我 们 有 
fn) — fnly) = —v(an(s) 一 an 人 y7)s 

内 而 ,由 og pC98), 则 我 们 必定 有 om《x) 一 amly) 一 0, 雇 及 fnlx) 
一 jm(y) 二 0。 后 一 事实 剖 泣 着 对 于 所 有 >， 加 +i|Z, 是 内 射 的 , 并 
蕴涵 着 f+ U penK, 是 内 射 的 。 令 xE Ko 和 y€ UemiiKs, 并 
假设 f+1C*) 一 fmrly), 则 因为 antx) = mC7)， 即 得 yE Ut 
《因为 cn(%) 一 1 由 于 x*E 天 n+ 以 及 在 了 一 or 上 tm 一 0)， 
但 是 出 于 因 1Z+a 是 内 射 的 ,因此 这 蕴涵 着 x 二 y， 

再 者 , 当 5 一 0 讨 在 EKAV， 9) 中 fn 一 fm。 因而 容 易 得 到 
对 于 所 有 m 守 0 满足 Ki 了 9) (5, m) 《iii， m) 的 脆 射 jm 的 存在 
性 . 

如 有 二 我 们 令 

8 一 lim 加 ， 

则 8 在 V 上 是 内 射 的 ,并 且 对 于 |ei 志 mw 在 天, 上 我 们 有 1D"(I 一 
8)| 委 s,。 这 就 证 明了 ,对 于 任意 一 个 温 入 映射 ,存在 一 个 任意 接 
近 于 它 的 从 了 到 RR? 中 的 C* 内 墓 映射 。 因而 ,从 定 至 2.15.7 和 命 
题 2.15.2 即 得 本 定理 ， 

从 这 些 定理 以 及 命题 2.15.4 ,我 们 直接 得 到 : 
2.15.9 定理 令 V 是 一 个 * 维 Ct 流 形 ,克之 1。 若 9 守 2x， 则 
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共 攻 到 屁 ? 中 的 闭 浇 和 人 锯 射 的 集合 是 从 到 知 中 所 有 常 坊 C* 映 
射 组 成 的 开 集 第 的 一 个 开 笛 子 亿 ， 若 4 六 ?2 十 1， 则 从 攻 到 矶 : 
中 的 闭 嵌 人 映射 的 集合 在 第 中 是 开 的 和 简 的 . 

2.15.10 注 从 VV 到 Rs(g 守 二 中 的 常态 Ct 有 贞 射 的 集合 第 是 非 
空 的 ， 

证 明 ”因为 存在 一 个 从 县 到 RR 必 q 之 1) 中 的 常态 Cx 揣 射 ， 
因此 我 们 不 妨 假 设 9 二 1。 令 {如 ,} 是 攻 的 一 列 相 对 紧 子 集 ，UD， 
一 了 了, 并 假设 族 {Ui;} 是 局 部 有 限 的 ， 令 K, 是 UU, 的 一 个 紧 子 集 ， 
使 得 UK, 一 V。 令 加 是 了 上 的 一 个 具有 紧 支 洁 的 C* 函数 ， 
supp 《15,) CU,、 使 得 对 于 所 有 *,， 0 委 Tfz) 所 1， 对 于 x€K,， 
yukx) 二 1。 则 由 


p(x) = Dl vs) 


给 出 的 映射 

pV 一 内 
是 常态 的 和 Cx 的. 
2.15.11 推论 若 7 了 7 是 一 个 * 维 Ct 流 形 , 则 存在 一 个 人 内 下 到 开 ” 
中 的 闭 赣 入 映射 和 一 个 从 VV 到 Rt! 中 的 闭 拱 和 人 映射. 
2.15.12 注 关于 Whitney 的 欣 入 定理 和 浪人 人 定理， 我 们 在 这 里 
添加 一 些 注 记 。 首先 ， 定 理 中 第 二 个 流 形 限制 于 Euclid 空间 并 
不 是 实质 性 的 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 《例如 ， 参 阅 Cartan 
[19621). 

令 了 7 和 F 严 是 两 个 Cxt 流 形 ( 具 有 可 数 基 ), 并 令 了 是 连通 的 ， 
假设 dim 扩 2dimy 十 1、 则 存在 一 个 从 了 到 大 中 的 闭 < 谍 人 
狗 射 , 除非 了 是 非 紧 的 , 并 且 VV' 是 紧 的 ，[ 在 后 面 的 情形 中 ,自然 
不 存在 从 VV 到 V' 中 的 常态 决 射 .] 

若 V 是 一 个 实 解析 流 形 ， 并 且 对 于 某 个 9, 有 一 个 从 VV 到 Rs 
中 的 实 解析 闭 租 和 人 上 肌 射 ， 则 从 命题 2.5.14 和 定理 1.6.5 容易 得 到 ， 


和 和 


的 Whitney 的 两 个 定理 和 命题 2.15.4 得 到 ， 这 样 的 一 个 流 形 有 一 
。j 47 


本 到 天” 中 的 实 解析 闭 汪 人 揣 射 和 一 个 到 R*+! 中 的 实 解析 闭 诺 
办 鼎 射 。 这 些 结 果 已 经 由 Grauert [1958] 所 完善 ,他 证 明了 ， 对 
于 某 个 9, 任意 一 个 具有 可 数 基 的 (> 维 ) 实 解析 流 形 可 以 被 实 解 
析 地 壕 入 为 R? 中 的 一 个 闭 子 流 形 . 

关于 C* 流 形 ，Whitney [1944b] 精确 了 浇 人 定理 ; 他 证 明 
了 , 任 党 一 个 m( 之 2) 维 的 C+ 流 形 在 R'"”"! 中 有 一 个 闭 C* 江 入， 
[ 当 w 二 1 时 这 显然 是 不 对 的 ; 贺 不 能 浸 入 于 直线 中 .1 他 还 进一步 
证 明了 [1944a], 任意 一 个 * 维 C* 流 形 可 以 被 媒人 到 R” 中; 特 
别 , 一 个 ” 维 的 紧 Ct 流 形 在 RR” 中 有 一 个 闭 舱 人 。 这 些 结 果 
已 经 由 Hirsch [i900 所 完善 ， 一 个 4 维 的 非 紧 流 形 在 


和 


特别 ， i 

定理 ， 令 V 是 一 个 # 维 Cx( 实 解 煌 》 流 形 。 则 存在 一 个 从 
到 Rw 《( 若 5 之 2) 中 的 闭 C*( 实 解析 ) 淄 入 和 一 个 从 V 到 RR” 中 
的 闭 C*{《 实 解析 ) 岩 入 ， 

已 经 得 到 一 些 很 有 意义 的 结果 ,对 于 更 特殊 的 流 形 类 ,这 些 结 
果 证 明了 较 精 确 的 嵌 人 定理 。 这些“ 戏 人 和 非 嵌 人 定理 已 经 有 一 
大 批文 献 了 . 我们 将 只 限于 叙述 其 中 的 两 个 定 埋 .进一步 的 参考 
资料 可 在 Atiyah [1962] 和 Haefliger [1961j] 中 找到 . 

Wail 定理 《参阅 Wall [1965])， 任意 一 个 三 维 紧 意 形 可 其 
被 柑 和 人 到 六 中 

一 个 流 形 V 称 为 -连通 的 ,如 果 对 于 任何 mw， 0 短 灵 和 和 和 
从 球面 

Dm (ais mg Tm+t) € Rr tl x i = 1} 
到 TV 中 的 任何 连续 映射 f, 存在 一 个 从 圆 盘 ” 

Doti 一 {Kxr rn) E Rt 二 -Tr 1} 
到 了 中 的 连续 映射 F, 使 得 Fis” = 了. 

Haefliger 定理 [1961]: 车 V 是 一 个 紧 的 -连通 流 形 , 且 若 
7 守 2 十 3, 则 TV 可 以 被 媒人 到 虹 ”+ 中 . 

全 纯 地 把 复 流 形 柑 人 到 某 个 C7 中 的 问题 是 一 类 具有 完全 不 
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阅 注 质 的 问题 .可 以 被 媒人 为 C? 的 子 流 形 的 流 形 是 所 请 的 Stein 
流 形 ， 对 于 这 些 流 形 ， 我 们 有 类 似 于 推 沦 2.15.11 的 命题 ， 可 
参阅 Hishop [1961] 和 Narasimban 【1960]. 

注 。 这 里 所 给 出 的 定理 2.15.7,8 的 证 朋 基 本 上 与 Whitoey 
(19571 一 臻 ， 


§ 2.16. Thom 的 横 截 性 定理 


在 这 一 节 中 我 们 要 证 明 Thom [1956] 的 一 个 定理 的 一 个 特 
殊 情 形 。 我 们 所 给 出 的 证 明基 本 上 是 Abraham [1963] 的 证 
明 . 关于 此 定理 更 细致 的 研究 及 其 某 些 应 用 ,请 参阅 Cartan 
[1962] 

令 V 是 一 个 具有 可 数 基 的 w 维 C* 流 形 ，] 所 对 00。 在 Y 
上 的 ( 实 全 》C* 函数 的 空间 CXV) 上 我 们 定义 一 个 拓扑 如 人 下. 令 
玉 是 了 的 任 一 紧 子 党，X 9， X 0 < 魏 凡 二 8 mEZ2) 是 了 上 
的 向 量 场 , s >> 4。 集合 

多 一 {f€ CHV)(|IX ECPDCz)| 一 se， 对 于 所 有 ze 天 } 

的 族 《 任 何 紧 集 KCY, 任何 向 量 场 X,*… ，Xo， 任何 > 0) 构 
成 0€ CKPF) 的 一 个 基本 邻 域 组 . 《这 个 “在 紧 集 上 阶 数 各 的 导 
数 的 一 致 收 钱 性 ”拓扑 弱 于 在 42.15 中 引进 的 拓扑 CG:。) 令 可是 
一 个 具有 可 数 基 的 芭 维 C+* 流 形 ,， CKP,V) 是 从 VY 到 六 中 的 C* 
映射 的 集合 。 我 们 将 CXV,V') 拓扑 化 如 下 . 

C* 映射 ;VV 一 V' 的 一 个 滤 子 {17} 收 化 于 一 个 所 跑 射 天 
VV 一 > V', 当 且 仅 当 对 于 天 上 的 每 个 C* 多 雪 ps 上 Ct 画 数 的 
滤 千 {qe fo} 在 CP) 中 收 钱 于 了 

容易 验证 , CtCP、V') 是 一 个 具有 可 数 共 的 完备 度量 空间 . 

现在 令 V,V' 是 两 个 在 无 穷 远 处 可 数 的 C* 流 形 >, 并 令 ( 取 ,用 


1) 见 第 140 页 泽 者 注 1), 一 一 译 沁 和 注 
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是 的 一 个 闭 子 流 形 ， 我 们 把 厂 等 同 书 式 砂 )。 并 把 ee 永 处 的 
切 空 间 7.( 丈 ) 等 同 于 Txa(Y') 的 子 空间 iTA( 玉 )). 
2.16.1 定义 一 个 Ct 映射 f:VY ~> VY' 称 为 在 一 个 点 ET 处 横 
截 于 浆 的 ,如 果 ,或 者 a) # 矿 ,或 者 

fe TAV)) TF Tiw(W) = TralV'), 
即 , ,ATAV)) 和 了 read 歼 ) 张 成 了 aoCF77。 了 于 称 为 横 截 于 永 的 ， 
如果 在 了 的 每 个 点 处 了 是 横 蕉 于 到 的 。 

在 下 文中 ,dimV 一 #, dimP' =p, dimHW 二 加 一 9 ,49 字 1， 
因而 矿 有 余 维 数 4. 

2.16.2 命题 若 1:P 一 V' 是 一 个 CC 映射 ,f(a)EW,a€E VV, 则 1 
f 在 < 处 横 截 于 W?, 当 旦 仅 当 存在 TAY) 的 一 个 9 维 地 空 间 E， 
使 得 4,s1E 是 内 射 的 ,并 且 

fx,a(E)N Tral WW ) > {0}, 

证 明 如 果 上 面 的 条 件 被 满足 ， 则 因为 dim fx E) 十 dim 

Txa(W) 一 dimTxw(V"), 我 们 畴 有 fre(E) 下 Tao) = Ty 
(V"), 特别 , f 在 4 外 横 截 于 全 。 反 之, 若 f 在 4 处 横 截 于 瑟 ， 令 
E' 是 fx.ATAV)) 的 一 个 4 维 子 空间 ,使 得 FN Tra(W) = 401}. 
则 存在 TAY) 的 一 个 2 维 子 空间 瑟 , 使 得 办 区) 一 FEF。 由 此 即 
得 命题 . 
2.16.3 命题 若 庆 7 一 7 是 一 个 横 截 于 丈 的 C* 上 映射, 则 入 钞 》 
或 者 是 空 的 ,或 者 是 了 的 一 个 余 维 数 为 ? 的 , 即 , 维 数 为 x 一 4 的 
子 流 形 《从 六 《 你 ) 到 了 中 的 包含 映射 使 大王 ) 成 为 了 的 一 个 子 
流 形 ), 

证 明 令 aoEfi(W),5 二 fa)€EW。 令 E 是 TAT) 的 一 个 
4 维 子 空间 ,使 得 fxwlE 是 内 射 的 ;并 且 8'NTs《W) 一 {0}, 其 中 
es fai EY 令 Bi ~* :gr 是 了 出 5 的 一 个 邻 域 U’ 中 的 C* 鹃 
数 , 使 得 dg,，-……, dgs 是 民 无 关 的 ,并 且 
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UNw = {yDUig(y) 一 … = gy) = 0), 

因为 (ag,)。| TA(W) 一 0, 由 此 即 得 (dg1)1E',"…,(dga)slE' 是 
民 无 关 的 。 因 为 fx,w: EE ~” 8' 是 一 个 同 构 , 因 此 a( go 办 ,1E,………， 
d{ggof),|E 是 中 元 关 的 ,特别 , a(g.of),。，*'*,d(gaof) 是 无 关 的 . 
因为 

WNFNAUV) = {rE fF (VU) gf() 一 … 

= ggof(x) = 0}, 

因而 由 推论 2.5.5 即 得 , 站 (W ) 是 人 的 一 个 余 维 数 为 4g 的 子 流 形 ， 
2.16.4 引 理 令 多 是 V 的 一 个 紧 子 集 , 则 在 KK 的 每 一 点 处 与 钱 模 
截 的 从 V 到 本 中 的 C* 肌 射 的 集合 在 C 妇 六 ,V') 中 是 开 的 ， 

这 容易 从 定义 得 到 . 

现在 令 V,V', WW 是 C” 流 形 , 并 令 K 是 V 的 一 个 紧 子 集 ， 
2.16.5 命题 在 KK 的 每 一 点 处 与 砂 横 截 的 从 V 到 V' 中 的 C” 机 
射 的 集合 在 C”《V ,VWV') 中 (甚至 在 EY(V,V') 中) 是 稠 的 . 

证 明 令 j:V 一 六 是 任 一 C” 上 映射 。 由 于 3 引 理 2.16.4, 只 需 
证 明 : 任何 点 a € VV 有 一 个 邻 域 UV， 使 得 在 U 的 每 一 点 处 横 堆 于 
下 的 从 VV 到 V' 中 的 ”映射 的 集合 包含 于 其 闭 包 之 中 . 

令 (D6, qo) 是 一 个 坐标 系 , 使 得 a& Us, UV,EV, 并 令 ( 9 ) 
是 V” 上 的 一 个 坐标 系 , 使 得 藉 Do) 在 V' 中 是 相对 紧 的 。 令 Ui 是 
Uo 中 的 一 个 相对 紧 集 ,并 令 4 是 VV 上 的 一 个 0" 函数 ,使 得 supp(4) 
CU, 并 且 对 于 的 一 个 邻 域 中 的 Tf， 有 i(x) 一 1, 我 们 假设 
Og pO'). 如 果 专 ,，"…, wy 是 从 V 到 RR” 中 的 C” 映射 ?61,…， 
5 是 实数 ,|8i| 过 56, 则 当 6 充分 小 时 ， 
gxi ep) = Em 十 … 十 pup(x)) 对 于 x UV， 


对 二 xz 关 Un 
定义 了 一 个 从 V 到 gq《V) 中 的 C6” 映射”; 我 们 用 
polg(r;6 69) + poflx)) 对 于 x € Uo, 


es Le 对 于 x 


由 2) 原文 将 C" 涡 为 C*， 一 一 泽 者 注 
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定义 一 个 映射 Fe: 了 一 六。 对 于 充分 小 的 和。 这 个 映射 在 了 Y 上 有 有 
意义 ,并 为 C" 的 , 令 0O 一 lsER|I5| 二 6,1 二 1,P} 令 
F(8, x*) — Felx), 

这 就 给 出 了 一 个 上 映射 
Fi:OxXV— VV, 
容易 验证 , 若 向 量 组 《0),……- ,wo(0) 张 成 R", 则 映射 
Fyon: Ton(O XV)— TV') 

是 喘 上 的 (其 中 ,2 一 所 ca) 一 一 译 者 注 )， 因 而 ,如 果 3 充分 小 , 并 
县 U 是 # 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 则 对 于 所 有 6 0 和 E UV, 上映 颈 
Fa To QO XV) Tre (Vv') 

是 映 上 的 ,特别 ,映射 :9 x U 一 V' 模 截 于 W»， 因 而 (参阅 全 
题 2.16.3), FW) 呈 Wo 是 0 XU 的 一 个 余 维 数 为 9 的 子 流 形 

(注意 , Wo 闫 多 , 因为 F(0, a) = 二 bt W). 

令 x 是 从 8 XU 到 8 上 的 投影 映射 在 WW 上 的 限制 ， 令 4。 
是 < 的 临界 集 ( 即 ,使 得 rank(xy,cs,n) 过 Pp 一 dim0 的 点 (#, x)€ Js 
的 集合 ), 则 由 Sard 定理 2.2.13, (4) 在 台中 无 处 稠 . 这 样 , 命 克 
2.16.5 就 是 下 述 命 题 的 一 个 直 痰 的 后 果 . 
2.16.6 命题 对 于 任何 gx(4), 上 映射 Fs:V 一 VV' 和 模 截 于 TW， 

证 明 令 * EV, 若 (5 x) 人 Wo, 则 ez 关于, 志 致 我 们 设 
有 什么 需要 证 明 的 了 .。 因而 我 们 假设 ($x)E W。， 则 因为 Eg 
(4.), ,因此 上 映射 zxcs,sy: Taw(Wo) Te(Q0) 是 映 上 的 ,我 们 拒 
Ta(0 XV) 等 同 于 Ts:(0)BTATV), 把 Tw,w(W6o) 等 同 于 
TS) 四 TCD) 的 一 个 子 空间 To. 则 从 T 到 第 一 个 尖子 Ts(98) 
上 的 投影 映射 是 映 上 的 、 因 为 下 在 〈s，z) 处 模 截 于 WW 因而 在 
在 (命题 2.16.2) Tx 8) 纯 T:(V) 的 一 个 4 维 子 空间 ,使 得 

Fong a( Ed) 五 
是 Treea(F2 的 一 个 4 维 子 空间 ,并 且 
EN Tr W) 一 {0j。 
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我 们 断言 ,如 果 BB 二 Fs.cs.x， 则 我 们 有 Thos WDCT,s sy 
(Wo)。 事 实 上 , 若 Bz)E Treo) 则 我 们 可 以 写 为 ”一 am 十 
wos 其 中 woE TsrAWo)，wE Eo， 显 然 ，B(v)€ Tnsn(W). 
8(z)6 五 ' 也 是 显然 的 。 因 而 (v6) 一 0。 因为 $1E。 是 内 射 的 、 
因此 ww 二 9, 所 以 v€ Ts(Wo). 

由 此 即 得 , E' 在 TLV) 上 的 投影 E 是 94 维 的 ,因而 BL(E) 居 
TrsxXV') 的 一 个 4 维 子 空间 ， 并 且 BCED 人 TF.w (CW) 一 10) 
再 一 次 由 命题 2.16.2, 这 就 证 明了 Fs 在 x 处 是 横 截 的 . 

2.16.7 Thom 横 截 性 定理 今 这, Y” 是 两 个 其 有 可 数 基 的 C” 
流 形 ,并 令 久 是 V' 的 一 个 团子 流 形 , 则 从 了 到 大 中 的 横 截 于 你 的 
C” 映射 的 集合 在 C~(V ,VV') 中 是 稠 的 . 

证 明 TV 是 可 数 个 紧 集 的 并 集 。 因而 , 由 引 理 2.16.4 和 命题 
2.16.5, 从 了 到 六 中 的 横 蕉 于 丈 的 C” 贞 射 的 集合 是 C~(V,V') 中 
可 数 个 开 稠 集 的 交集 ， 由 于 C~(V,V) 是 一 个 完备 度量 空间 , 因 
而 本 定理 从 Baire 定理 即 得 ，Baire 定理 断言 ,一 个 完备 度量 空间 
中 可 数 个 开 稠 集 的 交集 仍然 是 稠 的 ;可 参阅 Bourbaki [1958], 
2.16.8 注 实际 上 ， 下 述 事 实 也 是 对 的 : 在 6”~(V ,VV') 的 拓扑 

， 与 仇 横 截 和 的 C” 映射 的 集合 构成 C~(V,V') 的 一 个 称 子 集 ， 
这 从 命题 2.16.5 和 下 述 事 实 即 得 ; 虽然 Em"(V,V) 不 是 完备 度量 
空间 ,但 是 Baire 定理 在 这 个 空间 中 仍然 成 立 ; 可 参阅 Cartan 
[1962]. 


注 : G. de Rham 教授 站 经 指出 ，pPoincars 引 理 由 VW. Volterra 在 Academia 
dei Lincei (4) 5 (18389), pp. 158-~165，291-299, 599-$11 中 的 三 篇 蝎 文 中 
首先 提出 并 证 明 的 。 事实 上， 他 的 证 明基 本 上 就 是 在 E. Cartan [1958j 中 
给 出 的 证 明 。 
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第 三 章 ”线性 椭圆 微分 算 子 


33.1. 向 量 从 


3.1.1 定义 令 X,E 是 Hansdortt 空间 ,P:E -> XX 是 -- 个 连续 映 
射 。 三 元 组 § 一 (E, 了 、X) 称 为 空间 X 上 的 一 个 秩 为 4g 的 复 闪 量 
从 (或 者 简称 为 和 上 的 丛 ) 如 染 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(a) 对 于 每 个 a€ X, p (a) 二 EE。 被 赋予 一 个 4 维 复 向 量 空 
河 的 结 梅 。 

《b) 对 于 任何 ee XX, 存 在 4 的 一 个 邻 域 和 从 PAU) 二 Ev 
到 UX Cr 上 的 一 个 同 肚 == fv, 使 得 若 * 表示 从 U x C* 到 U 
上 的 投影 映射 , 则 在 Ep 上 我 们 有 ro 二 了 [ 册 ， 若 y&€ Es,xEU， 
则 xChCy)) = x]， 并 且 , 8|1E4 是 一 个 从 E. 到 {x} x CI 上 的 CC 
向 构 。 

Es =- Pr《a)》 称 为 点 在 点 。 处 的 纤维 。 一 个 秩 为 1 的 从 称 为 
一 个 线 从， 我 们 可 以 用 实 向量 空 间 代 替 复 向 量 空 间 ， 并 用 同样 的 
方法 定义 实 向 量 从 ， 

车 记 , 久 是 Ct 流 形 (! 所 起 二 00), 了 是 一 个 C* 上 映射, 并且. 
若 可 以 把 癌 止 hv: Bo 一 UX C* 取 为 C* 微分 同 肚 , 则 我 们 称 (E， 
PP,X) 是 一 个 C* 向 量 从 (或 者 , C* 类 的 向 量 从 ), 

当 筷 是 一 个 实 解析 或 复 解析 流 形 时 ， 我 们 可 以 用 局 样 的 方式 
定义 实 解 村 和 复 解 析 疝 量 从 。 复 解析 问 量 从 也 称 为 全 纯 疝 量 从 . 
3.1.2 定义 当 # 一 (BE,?,X),5 一 《五 ,和 X) 是 和 上 的 两 个 
复 向 量 从 时 , 刘 人 队 § 到 中 的 一 个 从 映射 (或 者 , 一 个 射 ) * 是 一- 
个 连续 映射 x: 一 E',， 使 得 p'on = P， 并 使 得 u|E。 是 一 个 从 
五 。 到; 中 的 线性 映射 。 

当 Pp'on 一 户 时 我 们 也 用 wx 一 二 表示 一 个 映 躺 w 一 五 。 
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自然 ,我 们 让 以 用 同样 的 方式 来 定义 C*( 实 解析 和 复 解 析 ) 从 
瑞 射 . 

s: 5 是 两 个 同 量 从 , 它们 被 称 为 同 构 的 ,如 果 存 在 从 映射 4: 
EE' 和 w:E'-> 玉 ,使 得 won 基 的 恒 等 映 射 , uow 是 ' 的 
恒 等 映射 ;这 里 上 = (E, PP X),§ 一 (E’, pr, X'). 

秩 为 4 的 向 量 从 的 一 个 例子 如 下 : 令 E = 二 XX CC”, 并 令 2: 
E 习 X 是 自 然 投 影 映 射 ， 则 三 元 组 34 一 (5, P, 区) 是 一 个 向 量 
从 34 一 98s(X), 它 称 为 X 上 秩 为 4 的 平凡 从 、 同 构 于 34 的 从 
为 平凡 的 。 

由 定义 ， 任 意 一 个 秩 为 4 的 向 量 从 5 二 《EE, 了 , 也) 局 部 地 同 
构 于 秩 为 4 的 平凡 从 因而 ,存在 X 的 一 个 开 和 覆盖 = {Ui} 和 同 
肽 映射 

pi:Ev, = PU Ux OC, 
Ur = UNU 8, 
出 
gioeiDi XC > Ui; XC 
是 一 个 同 胚 观 射 , 并 且 具 有 形式 
Ppt, vt) — (x, gii(x, 2)), 
其 中 ,对 于 固定 的 x, gji(x，v) 是 C? 的 一 个 尼 线性 自 同 构 、 因 而 
piri (xv) = (x, gitx)v), 
其 中 ,对 于 x*& Do 
gi(x) €E GL(g, OC). 
可 以 直接 验证 ,对 于 x€ Uj;NN UV;N Us 我 们 有 
Biit%) gintt) 一 ginlx), 
特别 地 ， 
gil*) 一 
《这 里 了 是 GEL(9, 蕊 ) 中 的 单位 矩阵 )》, 并 且 
Bix) = Ai)。 
显然 ,映射 
sa。 155+ 


Bi xr—t>gi(%) 
是 从 Ui 到 GLC4, 忆 ) 中 的 一 个 连续 映 庙 ， 

诸 gi; 称 为 从 上 的 转移 函数 (或 者 ,转移 映射 )。 

若是 一 个 C*( 或 者 实 解析 , 或 者 复 解 析 》 从 , 则 诸 gi; 是 CC* 
(或 者 实 解 析 , 或 者 复 解 析 ) 映 射 。 

3.1.3 注 反之 , 令 X 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 1 一 {Ui} 是 
X 的 一 个 开 覆 闵 。 令 好:05 一 GL(9，C) 是 连续 映射 , 使 得 对 于 
xEUiNNNU, 有 gi(Cx)gin(x) -一 galx)， 令 5 是 拓扑 和 UAVUi 
x Cr x { 汪 )， 我 们 在 S 上 定义 一 个 等 价 关 系 ~~ 和 如下: 

(x, Vy 2) ed (ys v1) 若 x 二 x, 并 且 w == gir 
立即 可 以 验证 ,这 个 关系 是 开 的 ,并 且 它 的 图 是 闭 的 , 因而 商 空 间 
E 二 31 ~ 是 一 个 Hausdorff 空间 。 令 户 :5 -> X 是 映射 
(tx, V1, II—i>x, 
则 在 pg 下 ,等 价 的 点 有 相 闻 的 像 、 因而 产 定义 了 一 个 连续 映射 2; 
E 一 久 。 如 果 :5 ~> EE 是 自然 的 商 映 射 , 则 我 们 有 
PUi) = {nr, v, |r€ Ui,v€ C"), 
因 询 wiVi x Cr x 全 是 到 pVi) .上 的 一 个 同 凸 映射 。 由 此 即 
得 ,存在 一 个 问 肚 上 映射 
ip (UVU;) > Ui x CY, 

它 具 有 在 定义 3.1.1 中 所 要 求 的 性 质 ， 这 样 ,# 二 《EE,，X) 就 十 
一 个 向 量 从 、 直 接 得 到 、 的 转移 汽 数 (关于 覆盖 妇 的 ) 恰 为 诸 喘 
射 gii. 

若 X 是 一 个 C*( 实 解析 , 复 解析 ) 流 形 , 诸 gi 是 C*( 实 解析 ， 
复 解 折 ) 映射 , 则 上 面 所 构造 的 从 成 为 一 个 C*《 实 解析 , 复 解 析 ) 
从 、 

3.14 注 令 5 一 (E,P,X) 是 一 个 向 量 从 ,并 且 , 关 半 X 的 一 个 
开 覆 盖 卫 一 {Uihes?, 令 
giiUiNU; > GL(g, C) 
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是 二 的 转移 映射 、 令 tejeex 是 业 的 一 个 加 细 ，, 并 令 
Te > IF 
是 一 个 “加 细 映 射 ”, 即 ,一 个 映射 , 它 使 得 VsCUnw(a€ .er )。 令 
bo 是 grore 在 Va 几 Ve 上 的 限制 ; 令 上 二 《8', P,X) 是 如 在 注 
3.1.3 中 那样 地 构造 的 具有 “转移 沙 数 ”{hp} 的 向 量 从 , 则 E' 是 
$' 一 (J (Ve x Cr x {a}) 
的 一 个 商 ， 令 w :89 一 三 是 由 
u(r», v0) 一 四 Try) 
所 定义 的 映射 ， 其 中 ; 一 r(c)，oitD) 一 Ui; X C7 是 诱导 诸 
转移 函数 gi 的 同 构 , 则 w' 诱导 了 一 个 同 构 #:§ 一 上". 
3.1.5 命题 令 上 5 一 (EF, 了 ,XX),、 8 一 《E', Pr, 又 ) 是 两 个 向 量 
从 ,也 一 {Ui}iess = {Usbaer 是 X 的 两 个 开 覆 盖 ?， 令 人 
ftgs} 分 别 是 5, 5 关于 覆盖 由 WW 的 转移 映射 族 , 则 ,和 和 #5 是 同 
构 的 , 当 且 仅 当 下 述 条 件 被 满足 : 
存在 妾 和 站 的 一 个 公共 的 加 细 
3 一 {Vibea 
和 加 细 有 映射 


TA> A TA 
使 得 
ViCUw Eee 
并 存在 一 族 连 续 映 射 :Vi 一 GL(4, 人 ), 使 得 对 x€《 VN 人 Vs, 有 
Bi) ger hat) = gene'( (x), 

证 明 ”由 注 3.1.4, 我 们 可 以 假设 4 二 Ww, 以 及 它们 有 相同 的 
指标 集 A， 我 们 用 8 表示 这 个 覆盖 。 

假设 :5 一 上 是 一 个 同 构 ， 令 

up VV XC pup (VV XC? 

分 别 是 诱导 诸 转移 函数 gyx，giw 的 同 构 映射 . 则 


SS 一 1 
Ha = PIP 


1 原文 误 为 1 二 45;}sM' 一 {45}. 一 至 者 注 
*157。 


是 从 V; XxX Cs 到 自身 上 的 一 个 间 构 有 映射 ,因而 存在 一 族 连 疆 映 射 
hm:Vi—> GL(g, C), 
满足 
Hix 0) 一 《rtJD) xE Vis DEC 
则 : 
.2 
因为 gxogp21(x, 9) 一 (x, gynl*)o)， 并且 对 于 px1o9。” 类似 的 公 
式 也 成 立 , 因 此 我 们 得 到 
gandr! 一 guo 
反之 ,假设 给 定 连续 有 映 冉 族 
Aa:V—> GL(G, CO), 
它们 请 足 
Bi = Rins 
并 令 uPAVD) 一 XCY gi:P (I) 一 VX Cs 如 上 所 述 ， 
令 
W(x 0) = (x, h(x)v), 
江洲 虑 映射 
Op om pp Vi) > (Fi)， 
显然 ,这 是 一 个 间 构 肌 射 。 此 外 容易 验证 ,在 PVDNP (Vs) 上 
我 们 有 
Pp MPL 一 Pp no Pp, 
这 就 给 出 了 一 个 辕 构 耿 射 #:5 一 六", 
3.1.6 注 令 与 二 (Ei, 如, 六 ), 52 二 《E,， 如，XX) 是 两 个 向 量 
从 ， 令 aE XE 二 Ee 加 Ey,z。 令 EE 是 不 相交 的 并 和 集 
E= \)E,, 


并 县 , 令 ?:E -> X 是 映射 ce 一 ->ale € E,). 
若是 六 中 的 一 个 开 集 ,使得 存在 两 个 闻 构 
PPAU) UU XC, pb (UV) >U Xx CC", 
则 我 们 有 一 个 双 满 映射 
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PP UU x Cre, 
它 由 “外 oa 一 >(z ,vi, w) 所 定义 ,其 中 pibe1) 一 3 pale2) 
二 (x, 苞 )， 显 然 , 在:E 上 存在 一 个 唯一 的 拓扑, 使 得 集合 户 U) 
在 E 中 是 开 的 ,并 且 , 如 上 定义 的 所 有 了 映射 Pp 是 间 旺 映射 .具有 这 个 
拓扑, 一 (E, ,XX) 是 一 个 向 量 从 , 它 称 为 点 和 所 的 直接 和 (或 
者 ，Whitney 和 )。 我 们 记 为 
一 6 DE, 
ee {D0;}, 5 名 分别 由 转移 肌 射 89:g 申 所 
给 巴 , 则 从 上 面 的 同 构 所 得 到 的 的 转移 映射 由 
x) == pC {2) 8 (%) 0 
ga) ~ ePID = (0 oo) 
所 给 出 ， 
3.1.7 注 若 品 ,总 是 如 上 所 述 的 X 上 的 两 个 向 量 从 ， 则 我 们 可 
以 用 阅 样 的 方式 定义 下 面 一 些 霹 量 从 
E10 52， Hom(&,, &,) 和 4r(8), 

使 得 对 于 任何 a€ 忒 ,我 们 分 别 有 

下 。 一 E,W Be, Bs 一 Homctl Er,, Eye)s Es 人 ?Bies 
其 中 《五 , 如 X) 表示 相应 的 从 。 若 品 一 入 是 秩 为 1 的 平凡 从 ， 则 
从 

Hom(#,, 3.) = 上 

称 为 点 的 对 侦 从 ; 它 在 ae X 处 的 纤维 是 所 在 4 处 的 纤维 的 对 
偶 、 向 量 从 名 @ 扣 称 为 向 量 从 与 , 台 的 张 量 积 ,47(5.) 称 为 5 的 
次 外 和 

若 {Ui} 是 XX 的 一 个 开 覆 盖 ， 并 EB ,6 分 别 产 生 转 移 映 射 
2g, g8, 则 二 吉凶 5 的 转移 映射 gii 由 

Biit%) =— g5 (%) gr () 
所 定义 ,其 中 ,等 号 右 端 表示 知 阵 g 引 C(x) 和 g(x) 的 Kronecker 《或 
者 , 张 量 ) 积 。 此 外 ,上 太 的 转移 映射 时 由 
Bir) = gilx) 

所 定义 ,其 中 ‘4 表示 矩阵 4 的 转 仍 ，。 
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当 工 , 诗 是 有 限 维 向 量 空间 , M* 是 对 的 对 偶 空 间 ， 并 且 6， 
& 是 两 个 向 量 从 时 , 同 构 
LO@OM* ~ Hom(M , L) 
就 产生 了 一 个 同 构 
EOEF > Hom(e §), 
特别 ,对 于 任何 向 量 从 #, 存在 一 个 自然 的 同 构 . 
多 让 > Hom(s, §). 
令 互 , 5; 避 , 时 是 不 上 的 向 量 从 ;并 令 
HE > St 一 1，2 
是 从 映射 。 对 于 每 个 se XX, 我 们 有 CC 线性 映射 
Ho: 五 Ko > Ry 
《总 一 《Ex Pr XX)，5K 二 《Ek，、 扩 ,XX))。 这 就 给 出 了 C 线性 映 
射 
ta 2 Ei Bys > Ela EL,s, 
面 这 个 映射 又 定义 了 一 个 从 映射 
un: HOE OE. 
用 同样 的 方式 , 对 于 任何 疝 量 从 8, 从 映射 坟 : 引 悦 鲁 诱导 出 从 映 
射 
Hom(é£,&£,)~—> Hom(£,£;); Hom(&1,£)— Home ES)。 
特别 ,我 们 有 从 映射 
HS > EE, PC): APCE) > 2 81). 
3.4.8 注 注意 ,我 们 欧 可 以 对 于 实 向 量 从 ,也 可 以 对 于 C*, 实 解 
析 , 复 解析 问 量 从 给 出 相应 的 定义 ， 
3.1.9 例 若 『 了 是 一 个 ? 维 Ct 实 解析 ) 流 形 , 则 在 $2.2 中 引 人 
的 切 从 


TD 一 UU TAT) 


是 一 个 秩 为 a 的 实 Ct-1( 实 解析 ) 从 ; 余 切 从 
zx*(y) = LU) TV) 


EeV 


e 1T60 * 


也 旺 -…- 个 秩 为 4 的 实 Ct-!( 实 解析 ) 从 , 在 定理 2.2.8 中 引入 的 p- 
形式 从 人 入?T*《V) 就 是 了 T*CV) 的 ?次 外 宕 27(T*(F))， 
若 了 是 一 个 复 解析 流 形 , 则 所 有 这 些 丛 都 是 全 纯 疝 量 从 。 此 
外 ,在 一 个 复 流 形 让 上 ,我 们 可 以 定义 (Pp, 9) 型 形式 的 从 : 
GF V) 一 Uy S84a) (参阅 注 2.4.10)， 


这 是 一 个 V 上 的 实 解 析 复 向 量 从 . 
3.1.10 定义 ” 令 了 是 一 个 Ct 流 形 , 二 (B,pP, 了 VP) 是 VV 上 的 一 
个 C+ 询 量 从 ?。 令 U 是 VV 中 的 一 个 开 集 。 5 在 UU 上 的 一 个 C* 
截面 :是 一 个 C+ 映射 :DU 一 ,使 得 pos 一 ids。 我 们 用 C*U， 
#) 表示 所 有 这 样 的 截面 的 集合 ， 

有 时 我 们 还 需要 考 碟 专 的 不 -一 定 站 连续 的 截面 ; 它们 只 是 一 
些 满足 pos 一 idv 的 集合 映射 ::U 一 E， 

若 : 是 在 U 上 的 任意 一 个 截面 , 则 s (在 U 中 ) 的 支 集 是 集 
合 taE U1s(a) 关 0} 在 如 中 的 闭 包 ; 这 里 4 表示 向 量 空 间 已. 一 
P 《es) 的 零 元 素 。 我 们 通常 略 去 下 标 4 而 简 单 地 用 0 表示 0 

我 们 用 CiU, 8) 表示 口上 具有 紧 支 集 的 C* 截面 的 集合 . 

广 意 , 阁 5 二 94 是 秩 为 的 平凡 从 , 则 我 们 可 以 把 集合 C 所 天， 
9s) 典 如 地 等 同 于 UV 上 4 个 C+ 了 浮 数 的 组 的 集合 。 如 在 第 一 章 中 
一 样 ， 我 们 用 CX5, 9) 表示 这 个 集合 。 类似 了 地 ，CKI， 94) 二 
CU, 9) 是 4 个 具有 紧 支 集 的 C* 函数 的 组 的 案 合 。 令 二 一 《 瑟 ， 
p， Vy) 是 一 个 关于 开 覆 就 上 转移 映射 为 Bi 的 谨 量 从 ?>， 

Pip (U)—> Ui x CY! 
是 相应 的 同 构 ， 若 :是 在 VV 上 的 一 个 截面 ?, 则 鼎 射 
j= pios: Ui > UX Cs” 
定义 了 映射 
oj 人 一世 

因为 px 二 :, 我们 就 知道 


一 一 


1) 原文 移 《Ep V) 误 为 (EP， 入》. 一 一 译 者 注 
2)，3) 为 使 上 下 文 统一 起 见 > 我 们 将 原文 中 的 无 改 为 了 .一 一 译 者 注 


= 了 5T 。 


$i = 中 ioqj osis 
这 就 给 出 了 
oi(x) = gi(x)o(x) 对 于 x € UN UD, 
反之 ， 若 映射 oj: Ui 一 C9? 满足 qi(x) 二 gi(x)s(F) (rE viNU,; Ds 
则 它们 定 关 了 的 一 个 截 区 :如 下 : 

;= pon 在 Ui 上 上, silx) = (x, oi(x)). 
这 个 截面 是 Cx 的 《 实 解析 的 或 复 解 析 的 ), 当 生 仅 当 诸 映 射 m 是 
5xi 的 ( 实 解析 的 或 复 解析 的 )。 

3.1.11 命题 若是 一 个 秩 为 1 的 从 (《 即 ,一 个 线 从 ),， 则 三 亲 构 
于 9.( 即 ,是 平凡 的 ), 当 昌 仅 当 # 有 一 个 连续 的 截面 *， 使 得 对 
于 每 个 0 sa) 天 0， 

证 明 为 了 得 到 结论 ,我 们 只 需 证 明 , 如 果 存 在 一 个 这 样 的 截 
面 y， 则 点 是 平凡 的 ， 我 们 构造 一 个 映射 六 94 如 下 :; 着 eE8 
(a), 则 存在 一 个 唯一 的 46 C, 使 得 e 一 hs(a)。 这 样 ， 映射 

一 ->(《 ay 2) 

汇 是 一 个 从 8 到 9 上 的 同 构 . 

由 此 我 们 得 到 ， 若 了 是 一 个 线 从 , 则 3 人 @5* 是 平凡 的 。 事实 

GS Homl ss S$)s 
并 县 ,由 | 
sa) 二 产 必 a0) 的 单位 元 案 

所 定义 的 Hom(s 7 的 截 区 :是 处 处 非 零 的 ， 

自然 ,相应 的 命题 对 于 C* 线 从 和 实 解析 , 复 解析 线 从 也 成 这 ， 
3.1.12 注 若 二 一 (BE,p，7) 是 一 个 向 量 从 ， 则 对 于 任何 开 集 
UCV, 三 元 组 (pV), 2, U) 也 是 一 个 向 量 丛 。 我 们 用 sg|U 表 
示 这 个 向 量 从 。 对 于 人 V 的 一 个 闭 子 集 ,我 们 也 用 类 似 的 记号 。 


§ 3.2. Fourier 变换 


令 9 是 R” 中 的 一 个 开 集 ,了 是 一 个 实 1 的 实数 。 使 得 |f|? 


ss162. 


关于 Lebesgue 测度 是 可 积 的 书 上 的 复 值 Lebesgoe 可 测 函 教 f 的 
集合 构成 一 个 向 量 空间 ， 这 个 空间 关于 几乎 处 处 为 零 的 范 数 组 成 
的 子 空间 的 商 空 间 , 在 范 数 


We = (fl) Lar 区 


下 ,是 -一 个 Banach 空间 ， 我 们 用 5? 二 L?(Q) 表示 这 个 Banach 
空间 。 在 不 会 发 生 混乱 的 时 候 , 我 们 将 把 这 个 空间 的 元 素 等 同 于 
其 表示 函数 。 当 ?一 2 和 思 gELX9) 了 时, 我们 令 


(fg 二 | fCx) gtx)dx. 


关于 这 个 纯 量 积 ，Z 《2) 是 一 个 Hilbert 空间 。 
令 fe LR*)。 我 们 用 


HE) = (2x) "7 je fr)e-irdar 


定义 了 的 Fourier 变换 f, 其 中 5 二 《6,59)，《x,8》 一 x 十 
"二 XnGn。 
令 乡 是 RR" 上 具有 下 述 性 质 的 ”图 数 了 的 集合 : 对 于 任何 
整数 六 之 0 和 任何 & 一 (a, on)， 
(1 + {xl D" (x) 
在 R* 上 是 有 界 的 ， 称 为 R” 上 的 Schwartz 空间 ,或 者 , R" 上 
的 速 降 函 数 空间 。 对 于 任何 实数 p, 1 专 P < %0, 597 作为 一 个 秋 
子 空间 包含 在 ZL? 中 。 再 者 ,对 于 任何 ee 二 (am,*……,0s) 和 和 f€ 2 ， 
De 仍 在 9 中. 特别, f 的 所 有 的 导数 都 是 有 界 和 的。 对 于 fe 2 ， 
我 们 有 
(DE) = iD)， 
凤 及 
CD CE) = (CC—ix Ys)), 
此 外 , 若 je LR*), 则 对 于 每 个 #&€ R", 我 们 有 
#2) < fi. 
从 这 些 说 明 , 我 们 得 到 : 
3.2.1 推论 车 je 9, 则 fe 


二 了 看 六 


下 文中 , 凡是 没有 给 出 积分 区 域 的 积分 都 是 在 R* 上 的 积分 ， 
3.22 反 澳 公式 若 fe 久 , 则 我 们 有 
1 = 2) | Ke Dag, re R. 
证 明 令 we 儿 , 则 因为 1 是 有 界 的 ,所 以 函数 pg(5)j($) 是 


可 积 的 。 出 Fvbini. 定理 ,我 们 得 到 : 
3.2.3 


| ENE eda = (Lx) joereef ee gy } 人 


一 (222| 14y | ep(8)cr -ed 


本 wm 


- ” 


— (2x)-*7 | f(x + a [oC8)a-*aas 


一 | ye: + DP A. 


a 


现在 我 们 取 g€ 22 , 并 令 p(8) 一 p(s8) te > 0), 则 
单 (站 = e™ "(te). 
这 给 出 了 


| gCet fe es0ag = 1 + errBls/s)ae 


< | flx 十 er) dt, 


因为 了 和 & 是 有 办 的, 并且} 和 是 可 积 的 (由 推论 32.1, 它们 在 
Ps 二 5 因此 ， 当 s 一 0 时 ,我 们 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 ， 因而 我 
们 得 到 


Co) f(Das = (x) | gae. 


如 果 我 们 取 
RE 1 2 ee 52 
g(#) = cp{ 了 (£3 十 十 582) ) 
则 我 们 立即 得 到 
Ci = gt), 
因而 
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gC0) 一 【272 | dt = 1. 
在 上 面 的 公式 中 利用 这 个 关系 式 ,我 们 就 得 到 
fa) = C2)-™ | fe) ee 
3.24 推论 若 f,pe 7, 则 我 们 有 
| /80a = | pCOKEYaE. 
这 从 (3.2.3) 即 得 ,如 果 我 们 在 其 中 令 x 一 0. 
3.2.5 推论 若 fe LiCR"), 并 和 且 ge 5s、 则 我 们 有 
| ef) epas — | Ke + De, 
这 从 《32.3) 的 让 明 即 得 ， 
3.2.6 推论 车 了 ZE SA ， 则 我 们 有 
(f， gr | (f, $B) 
特别 ;对 于 任何 je 59, 我 们 有 fz = | 刑 ce 
证 明 令 gE 2 由 
gO) 一 让 (的 
所 定义 ， 由 公式 3.2.2, 我 们 有 ， 
g(x) — (24)™"" | ECE)erxreds。 
在 两 边 取 共 绝 , 我 们 就 得 到 
5- 2)" | pada ~ $l). 
此 时 ,从 推论 32.4 即 得 本 推论 
3.2.7 注 车 对 于 某 个 污 1，fE LIKR")， 则 对 于 任何 ge 2， 
积 fg 是 可 积 的 ， 对 于 fe L?(R"), 我 们 用 
(f,q) = | HIPAAad, pES 
定义 一 个 9 上 的 线性 泛 函 拓 我 们 也 称 此 了 为 并 的 Fourier 变换 . 
如 果 对 于 某 个 9, 1 夺 4 之 0%, 存在 gE LR”)[L”CR*) 是 在 一 
个 零 测 集 之 外 为 有 界 的 可 测 函 数 的 集合 ], 使 得 


= 工 63 。 


(jf,m) = [gp Car, ypEéES, 


则 我 们 说 了 属于 LR"), 并 把 } 等 辣 于 'g, 记 为 1 二 g， 注 意 ,， 如 
果 这 样 的 8 存在 ， 则 是 唯一 确定 的 《一 个 零 测 集 上 的 值 可 以 不 
同 )。 此 外 ,由 于 推论 3.2.5, 当 fe LX《R") 时 这 个 定义 与 前 面 所 给 
出 的 定义 是 相 容 的 。 
3.2.8 Plancherel 定理 若 1e LCR"), 则 fe LXR"), 并 有 lz: 一 
|#e:, 
证 明 令 fe LXR”)， 则 存在 9 中 的 一 到 元 素 . {f,}， 使 得 
Nf — f,llr: — 0. 然而 由 推论 3.2.6, 有 
售 人 jl Nf, > follrss 
因此 即 得 ， 当 py, pp™* oo 时 ， 
上 一 fl 一 
由 于 LX(R"*) 的 完备 性 ,存在 g€ LYCR"), 使 得 
| lg ee hl: 一 人 0. 
显然 ， 
Heil: lim es 后 lim | 六 | Ee ez, 
| BPD A = lim 人 DeCDa 一 lim LAGLOLS 
因为 在 LIL’ 中 f» 一 f， 并 日 PE LL" 因 些 从 Schwarz 不 等 式 即 得 ,对 
于 所 有 PE , 有 
| gpa = | foea = 0f, 0). 
这 就 证 明了 定理 
3.2.9 命题 反 演 公式 3.2.2 可 以 被 写 为 
大 一 zx) = f(x) 对 于 fe 9. 
从 Plancherel 定理 直接 得 到 , 对 于 任何 je L’, 这 个 关系 式 也 


成 立 \ 自 然 , 等 式 意 味 着 几乎 处 处 相等 )。 
若 fj LKR"), 则 对 于 gE ,我们 有 
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| PEEE edds 一 | f(x 十 ei) Pl) dt 
(由 推论 32.5)， 此 外 ,着 je L', 则 对 于 任何 eR", 上 式 左 端 的 
项 收敛 于 本 
ORNL 


并 且 , 因 为 fe 5', 则 右 端的 项 在 空间 LCR") 中 收 化 于 
#6) | 名 (Dar。 


可 和 和 加 得 


特别 , 4《 几 乎 处 处 ) 等 于 一 个 有 弄 连 续 了 水 数 . 
3.2.10 命题 若 j gE LK《R"), 则 对 于 几乎 所 有 的 *, 有 

We 一 y)g(yJ1ay < co。 
此 外 , 奉 我 们 令 

(fx¥ g}(x) 一 | Kz 一 ))g(y)dy， 
昔 我 们 有 
|f¥ gl < |: el。 
证 明 只 需 在 f 关 0，g 关 0 的 情形 下 证 明 此 命题 即 可 。 然 

而 ,由 Fubini 定理 ， 


Jar [Ke — ecoy = {e009 Ke 一 Da 
= (Jewar) | 160947) < %, 
因而 命题 得 证 ， 


3.2.11 注 若 1, g&€ LX《R"), 则 对 于 几乎 所 有 的 x， 
| ye — We lay < %, 
并 且 
(Nic — say| < lhelies. 


"167* 


这 是 Schwarz 不 等 式 的 一 个 平凡 的 结果 。 
3.2.12 命题 若 f, gE€ 9 , 则 fxg& ,并 且 我 们 有 
(fF¥% g)* = (2x)™#, 
证 明 我们 有 
lx = lr—y+yl S21: y| + 2|yl, 
因此 有 
1+ iz <20+ [x 一 yD + 1y1). 
因而 ,由 注 3.2.11， 对 于 任何 ac 一 (wx，。***, cn) 和 x€ 民 ", 我们 有 
(1 十 [zl ID°CGF we)(x) | < 28 Flerlg le， 
其 中 
fs) = (1 + |x| D(x}, gx) = (1 + | zl 人 gx) 
因而 fx%*g& YH。 因 此 


(f g)CE) 一 《2 | edx | f(x — y)g (dy 
= (2x) "A | gly)dy | f(x CO— ye dx 


= (20 | gO eay {fe enna 
= (2n)""HE)8E). 
3.2.13 推论 若 1, g€ 92, 则 我 们 有 
(f8)* = (27) "fk*$. 
这 从 命题 3.2.12 和 公式 3.2.2 即 得 ， 
3.2.14 注 若 f6 LNAR") 或 f€E LXR"), 并 且 gE, 则 f¥g 仍 
有 意义 (由 命题 3.2.10 和 注 3.2.11)， 此 外 ,车 f,€ 9, 并且, 根据 
feEL' 或 ,在 L! 中 或 在 LI 中 扣 一 了 则 无 # 寺 一 致 收 效 于 区 各 
( 当 fe 2 时， 由 注 3.2.11; 当 Fe 到 了 时， 因为 |(#) 一 5)| 声 
上 一 册 :: 一 0)，。 再 者 ,容易 知道 在 两 种 情形 中 ，## 在 工 ! 中 都 收 
化 于 蕊 。 因而 得 到 , 若 gt 9 ,fe LKR") 或 者 16 LXR"*), 则 我 
们 有 
(f¥ 8) — (2x)"f6, 
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于 相同 的 方法 我 们 得 到 ,在 这 些 假设 下 ， 

(Fe) = C27) "fb. 
3.2.15 注 所 有 这 些 结果 可 以 立刻 推广 到 在 有 限 维 C 向 量 空间 
中 取 值 的 函数 上 去 。 今 后 我 们 将 在 这 个 较 一 般 的 铺 形 中 应 用 这 些 
推广 了 的 结果 ,而 不 去 明确 地 叙述 它们 了 。 


§ 3.3， 线 性 微分 算 子 


令 TV 是 一 个 4# 维 C” 流 形 ,5 一 (E,P,V) 和 ”一 (F, 94,7V) 
是 VF 的 两 个 C” 向 量 从 ， 我 们 假设 raak5 一 +, rankn 一 5, 
是 一 个 忆 线性 映射 
P:C“(， 二) 一 C”(F， 1), 
使 得 对 于 任何 se C~(V ,5 上), 有 
sopp (PS) Csupp Cs). 
这 里 ,，C”(V ,8), C~(V ,3) 分 别 表 示 占 和 ?的 5C” 截面 的 空 
间 ， 
注意 ， 对 于 任何 开 集 UCF ， 上述 映射 了 立即 导出 一 个 & 线 
性 映射 
Pu:C“(U, 6) — C"(U, 1), 
必 也 是 一 个 线性 微分 算 子 ;事实 上 , 若 aE UU, 令 FP 是 一 个 具有 紧 文 
集 的 C” 函数 ,supp (p)CUD, 在 4 的 一 个 今 域 中 一 1。 对 于 每 
个 se C“(D 二 )， 我 们 用 
px)s Cx) 若 x€U， 


(ps)lr) -1 巷 “这 
定义 一 个 截面 prE C<(F , 5)， 我 们 不 妨 令 
(Pos)(a) 一 PC5 儿 oa).。 
3.3.2 命题 令 8 是 RR? 中 的 一 个 开 集 ,并 令 P 是 一 个 从 9, 到 9, 
中 的 线性 微分 算 子 ， 则 对 于 任何 a€ 9, 存在 4 的 一 个 邻 域 UV, 一 
个 整数 m > 0, 和 一 个 常数 C 之 0, 使 得 对 于 任何 
169+ 


WE CTU 一 feir)y 
有 
liPallo < C lull 
我 们 回忆 一 下 , Ca(V, +) 上 的 范 数 由 
lsln = 2 . sup | Das) 1, # = Cuse ee st) 
所 定义 。 
(3.3.2) 的 证 明 ”假设 此 命题 在 se 0 的 邻 域 中 涉 成 立 ， 令 器 
是 0 中 的 一 个 相对 紧 集 , 则 存在 一 个 开 集 
UEU, — {a} 
和 一 个 
a€E ColU,, +)> 
使 得 
ew > 2 lh. 


但 是 , Us 一 Di 是 < 的 一 个 邻 域 ,因此 ,由 我 们 的 假设 ,存在 一 个 开 
UEU,— U,— {la} 


mE CoalU,, +), 
使 得 
上 pmjl > 2°°°sil, 
用 归纳 法 ,我 们 可 以 构造 一 列 开 集 {Ux}, 满足 
CU 一 {a}, UAiNUi= 二 HB, 若 栋 关 4， 


以 及 
HAE ColUi, +), 
使 得 
YPas lo >> 27°°*|aglli, 
令 
J 
tt laalle 
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PT 


显然 ,此 级 数 在 C” 中 收 化 ,因而 
# E celU’, rs 
车 UV' 是 UV 在 0 中 的 一 个 相对 紧邻 域 、 并且 ， 
A 2 tx。 
对 于 所 有 f, 有 supp 《Pf) Csupp (1), 从 这 一 事实 即 得 
Pal Us: = 2 sk CPnae) | UL. 
因为 Paxilo 之 2axlxs 所 以 存在 xke Ui，, 使 得 
[PuxsCxa))] > 22*larlli, 
因而 1fPuxCxi)| > 2t+。 另 一 方面 ,因为 w€ C~(Q8,r), 所 以 Pu 在 0 
上 是 连续 的 , 因而 在 0。 上 是 有 界 和 的 。 这 是 一 个 矛盾 , 因而 就 证 明 
了 命题 3.3.2。 
3.3.3 Peetre 定理 令 9 是 R* 中 的 一 个 开 集 ,了 是 一 个 从 8 到 
3, 中 的 线性 微分 算 子 ， 则 对 于 任何 相对 紧 子 集 0'&E0， 存 在 一 个 
m 之 0, 并 存在 从 0' 到 线性 映射 民 一 民 '( 换 句 话说 , 即 + xx 禾 
阵 ) 的 空间 中 的 C” 映射 ,使 得 对 于 任何 se CC ,rf) 和 zr€ 29， 
我 们 有 
3.3.4 (Pu)(lx) = 太 a x) DH) (Cr). 


alem 

证 明 令 上 是 0 的 任 一 开 子 集 ， 并且 假设 存在 常数 C > 0， 
mm > 0, 使 得 
3.3.5 |Pzxll 所 Cllall, 对 于 记 有 we Ca(U,?), 
我 们 首先 证 明 : 
3.3.6 若 wn€ Ca《U, rf), 并且 ww 在 aé UU 处 是 mw- 平坦 的 《定义 
1.5.1),W CP#)(a) = 0, 

由 引 理 1.5.2, 在 CMV: r+) 中 存在 一 列 在 4 的 邻 域 中 等 于 0 
的 元 素 {4,}, 使 得 当 v 一 co 时 | 一 zl。 赵 于 零 。 南 (3.3.5), Pu， 
在 UU 上 一 致 收 敏 于 Pxn， 然 而 ,因为 

supp (Pu,) Csupp (us), 
并 且 ws 在 a 附近 为 0, 即 得 
(Pus)t a) ws 


171 。 


因 侧 
(Pu)(a) = lim(Pu,)(o) = 0. 
今 Ciy -ee 是 Rr" 的 一 个 基 . 若 好 区 CD 7 ) 则 我 们 有 


xz 一 > aiciy aceC(Di)， 
7 一 1 


对 于 a EU, 令 pn 是 单项 式 
Ha x) = (x 元 a)， 
则 我 们 有 


1 Ld 
三 小， -一 Hoa >， Dauie, 十 fs 
lalem 必 ! 1=1 


其 中 f 在 处 是 wm- 平坦 的 ， 因 而 ,由 (3.3.6) 我 们 则 有 
CP) = BD) Ba Pteae NYDrle). 


qa lm j=1 


因为 
Hea 一 2 (9 (— a) Sens 


并 有 ,四 假设 P(ggwe;) 是 一 个 人 队 Q 到 R' 中 的 CC 映射， 所 以 映 册 
a 一 >P(pawej) 《4) 是 一 个 从 8《 而 不 只 是 从 吕 ) 到 R' 中 的 C” 映 
射 .我 们 就 得 到 : 

3.3.7 若 (3.3.5) 成 立 , 则 存在 从 0 到 s X + 和 完 陈 空间 中 的 C” 映 
射 a。， 使 得 对 于 所 有 ww&€ C“(U, r+), 我 们 有 


(Pu) (lx) 一 > aolx (Dru ) x), x EU, 
I F 失 


民生 
现在 我 们 可 以 来 证 明定 理 了 .。 从 命题 3.3.2 即 得 , 者 E99， 
则 存在 有 限 多 个 点 nm， ……， xw E€ 0' 和 常数 C ,sm >> 0， 使 得 对 于 
所 有 
u€ CH(Q’ — Ul{x,}, 7), 

有 

liPall, < C llall,. 
由 (3.3.7), 窒 在 从 8' 到 RR’' 中 的 C” 上 映射 a。, 使 笃 
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(Pu)(%) == Zi on(z(Dee)(e xEQ — {a} — 0 — {rn}, 


| lss 

因为 这 个 方程 的 两 边 在 8 中 都 是 连续 的 ， 我 们 就 得 到 了 方程 
3.3,4， 

下 面 的 定理 是 Peetre 定理 的 男 一 形式 . 
3.3.8 定理 令 了 是 一 个 C” 流 形 。 并 令 专 ,7 分别 是 秩 为 > 和 #* 
的 CC” 向 量 从 。， 令 了 是 一 个 从 二 到 汪 的 线性 微分 算 子 。 则 每 个 点 
ae 了 有 一 个 邻 域 5， 它 微分 同 胚 子 R* 中 的 一 个 开 集 ， 使 得 占 和 
3 在 马上 都 是 平凡 的 ,并 且 @ 上 从 8 到 9 的 诱导 算 子 有 形式 

aC) D”, 

其 中 ae 是 5c” 的 *Xyr 年 阵 . 

令 是 一 个 C” 流 形 , a EV ,并 令 mm 是 在 < 处 为 0 的 C” 画 
数 的 芽 组 成 的 环 (参阅 定义 2.1.8 之 后 的 定义 )。 令 二 ;3 是 了 于 的 
C” | 向量 从 ,了 是 一 个 从 到 的 线性 微分 算 子 。 对 于 aoc 了 ， 我 
们 分 曾 用 56, 表示 ,5 在 4 处 的 纤维 ， 
3.3.9 定义 P 企 a€VV 处 的 阶 opLa) 是 满足 下 述 条 件 的 整数 
中 之 最 大 省 : 对 于 某 个 fe ms 和 某 个 截面 “一 CV ,55)， 有 
P(r5)(a) 产 0. PP 的 阶 即 为 maxs evor(a). 
3.3.10 注 容易 验证 ,一 个 由 (3.3.4) 所 给 出 的 算 子 的 阶 是 满足 下 
述 条 件 的 站 数 w 中 之 最 大 者 : 存在 一 个 ,满足 lal = m 以 及 
aa 天 0。 

下 面 的 定理 属于 Hirmander [1964j， 并且 已 经 证 实 了 它 对 
手 此 后 的 发 展 具 有 航 大 的 重要 性 ， 因 为 它 直接 导致 拟 微 分 算 子 的 
理论 , 

出 于 任何 一 个 向 量 从 局 部 地 同 构 于 平凡 从 ， 因 此 我 们 可 以 谈 
论 ,一 个 元 素 列 {ss}CC”(V ,8) 与 其 所 有 偏 导数 的 局 部 一 致 收敛 
性 。 一 个 线性 映射 工 :CC(F :5) 一 C~(V, 1)》 称 为 弱 连 续 的 ， 
如 果 对 于 C“"(7 ,5) 中 任何 一 个 截面 序列 {s,} 它 与 所 有 倘 导 
数 一 起 局 部 一 致 地 收敛 于 s€ CV ,5)， 序 列 {Ls,} 在 任何 紧 子 
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集 上 一 至 地 收 售 于 Ls， 
3.3.11 定理 ”一 个 能 连续 的 线性 映射 
工 :CCP， 5) 一 C*(V, 7) 
是 一 个 所 m 阶 的 线性 微分 算 子 , 当 且 仅 当 下 述 条 件 被 满足 : 
对 于 任何 S€ C~(V ,5), so € V, 和 了 上 任何 实 值 C” 函数 f， 
函数 
8 = e MO L(Gse HW) a)} 
是 4 的 一 个 次 数 所 m 的 多 项 式 , 取 值 于 mg 中 
证 明 通过 在 局 部 坐标 中 的 计算 可 以 直接 验证 下 述 事实 : 对 
于 阶 数 mm 的 任何 线性 微分 算 子 上 , xC4) 是 一 个 次 数 委 加 的 多 
为 了 证 明 其 逆 , 我 们 如 下 进行 .我 们 记 
£1)(a) = 之， 大忙 作 a)273 


则 映射 
ot>ks(f,s)(a) 
定义 了 一 个 元 素 
gs(f, 5) E CV , 1), 
当 is **", 4 是 实数 ， fs "9 fk 是 实 值 国 数 时 ;我 们 令 


7 
Ee OTH LCs er tA) | 之 Ko( A, fs 5)1", 


Vmg 


其 中 4 一 (4 Xe), f= (fs je). 

我 们 知道 

£41, fs s)E C°(V, 1), 
并 且 , 对 于 固定 的 4 和 w > 0, 我 们 有 
kuds fs 5) 一 wr f, s+). 

这 样 , 我 们 得 到 (例如 ,从 Taylor 公式 ) x,(4, 了 , s)(a) 是 和 4,，……， 
机 的 ?次 齐 次 多 项 式 . 

现在 令 a, bEV,a 关 5,U 是 a,5 的 一 个 邻 域 ,并 令 wp:U 一 
9 是 一 个 从 了 到 R" 中 一 个 开 集 Q 《不 一 定 是 连通 的 ) 上 的 C” 微 
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分 河 扑 . 
对 于 任何 Pe C8《(98), 由 反 演 公式 3.2.2， 我 们 有 


RCY) = (2x) "7 | 。 有 1)ero Ma, 


其 中 是 8 的 Fourier 变换 。 因 而 , 如 果 :EE C~(V，5)， 并 且 我 
们 令 s(x) 二 s(x)8(gp(x)), 则 我 们 有 


solx) 一 (2x)™ | BC er Hm tap sD) (pd, 2 
因为 工 是 弱 连 续 的 ,我们 就 得 到 
PCo)(a) 一 Cn) | , BOOL {se mt taen} Ca)d? 


= (Ga | Bes ps Ca) em 


> > 2 Fava 22) | BC ernieai, 


ve |rlamy 


其 中 

| Cans C™“(V, 次 

因为 正如 已 经 注意 到 的 那样 ，s(4,，q，s)(a) 是 4 的 ?次 齐 次 多 
项 式 , 取 值 于 7 中。 由 有 反 演 公式 ,这 就 给 出 


3.3.12 LC) = 2) DY ora DEH Po)), 


vm aley 
我 们 容易 得 到 ,如 果 s€ CY(V ,5), 并 且 支 集 包含 在 4 的 一 个 小 邻 
域 中 , 则 
supp CLs)Csupp (5); 

事实 上 ,车 5g supp《s), 则 我 们 只 需 把 (3.3.12) 应 用 于 一 个 如 下 选 
取 的 函数 8: 当 zx 在 5b 的 附近 时 8C(qp(x)) 一 0, 当 * 在 supp(s) 的 
一 个 邻 域 中 时 8(qp(w)) 一 1。 因此 即 得 工 是 一 个 线性 第 分 算 子 ， 
工 的 阶 委 m 容易 从 (3.3.12) 得 到 . 证 比 . 

令 了 是 一 个 C” 流 形 ,$ 和 1 是 V 上 的 两 个 C” 问 量 从 。 令 P 
已 一 个 从 到 7 的 线性 微分 算 子 , 并 假设 P 的 阶 是 mw， 令 T*(V) 
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总 的 实 余 切 从 ($2.2), p*:T*(V)>V 是 自 然 投影 映射 令 上 = 
(E, p, V), 二 CR 了 V), 以 及 
EX yT*(V)= 1(e, w) € ExT*(V)|p(e) = p*(w)}. 
[ 换 名 话说 ， 它 由 eEF :ea 处 的 一 个 余 切 回 量 和 4 上 纤维 ,的 -- 
个 元 素 组 成 . ] 我 们 定义 一 个 上 映射 
TB X TrV)—>F 

如 下 、 若 a€V 和 weE 7T4(V), 则 令 fé ms 是 诱导 的 一 个 C” 锯 
数 , 邑 ,w= 二 (4d 站 (so)。 令 ce€ Es 并 令 s€ Cs(V,5), 使 得 (a) 一 
ce《 这 样 的 :总 是 存在 的 }。 我 们 定义 

oe, 0) = P(1"s) (Ca). 
注意 , 若 sa) 一 0 则 所 ;在 4 处 有 一 个 “ 阶 数 二 m 的 零点 ”, 因 而 
在 这 个 情形 中 P(f”:)(a) =— 0. 这 样 ， ale, w) 只 依赖 于 cy 而 不 
依赖 于 满足 sla) 二。 的 ss， 此 外 , 若 g€ m, 并且 ef 一 8)a) 一 
0, 则 f 三 8 mod mm, 因而 我 们 得 到 产 一 g*& mz?*。 因 而 ,对 于 任 
何 s€ Cr(V,$), 有 

Plf"s)(a) 一 Plg™s Na). 
3.3.13 ”定义 ”如 此 定义 的 映射 o 一 or: EXvT*(V) 一 F 称 为 算 
子 PP 的 算 符 ?. 

3.3.14 ”定义 ”从 到 "的 一 个 线性 微分 算 子 P 称 为 椭 贺 的 ,如 果 
对 于 每 个 eg TE(V), oo 闯 0,C 线性 映射 
asf coJy: 瑟 一 下 ce 一 >ofeyo) 

是 内 射 的 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 还 将 把 了 简称 为 从 5 到 ”的 一 个 

椭 区 算 子 . 
3.3.15 例 (a) 令 V 是 一 个 # 维 C" 流 形 ,并 令 ev? 一 ev?(V) 
是 VV 上 {( 复 信 ) C” 微分 p- 形 式 的 集合 ， 若 @ 一 和 ?3™*(V) 是 V 
上 复 值 形式 的 队 , 则 ef? 一 C*(V ,图 ?*) (定理 22.8)， 外 微分 运 
算 

要 et ca ot 
1) 我 们 把 symbol 译 为 * 算 符 ”. -一 译 者 注 
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是 一 个 从 @? 到 ?1 的 一 阶 微分 算 子 。 算 子 dey 一 .or 的 算 
符 由 
oe, wm) = cw, e€ El, WE T+(V) 

所 给 出 (注意 , 典 则 地 2 之 C, 因而 上 上面 的 乘积 有 意义 )， 我 们 容 
易 推 得 4:.ez "一 ey!' 是 烦 圆 的 ， 

(b) 令 V 是 一 个 复 + 维 的 复 流 形 ， 并 令 wx"* 表示 了 上 (2， 
4) 型 的 C” 微分 形式 的 空间 。 若 "是 《p,q) 型 形式 的 从 ， 则 
CV iD ($2.4), 算 子 60: .or 一 .是 一 个 
从 加 ?9 到 ?的 一 阶 微分 算 子 。 若 4 一 0, 则 的 算 符 由 

re wm) = whe, ce€ Fi" WE T*(V) 

所 定义 , 其 中 是 w 在 (VV, a)CSHCV) 上 的 投影 .注意 ,大 
中 是 一 个 实 的 余 向 量 , 则 映射 wo 一 H>c 是 内 射 的 。 因 为 。 是 (p,0) 
型 的 , os 是 (0;1) 型 的 ,因此 , omAe 一 0, 当 且 仅 当 -ww 一 0, ce 二 0, 
虫 此 了 即 得 6; ar?" -> oy” 是 椭 加 的， 

(c) 容易 验证 ,在 RR" 的 一 个 开 集 上 由 


(xu ”多 ur)—H> (A, 2 5 
An 一 Du 本 Ou 
Ort Ox2 
所 给 出 的 从 59, 到 9, 的 算 子 是 椭圆 的 。 它 称 为 Laplace 算 子 . 我 
们 仍 用 入 表示 这 个 算 寺 . 


令 了 是 一 个 在 无 穷 远 处 可 数 的 可 定向， C” 流 形 。 令 全"《V) 表 
示 复 的 余 向 量 从 ,并 令 
SF*= 上 TY) 一 A'T*CV). 
若 5 二 (E,?, 了) 是 VV 上 任 一 向 量 从 ,5* 是 它 的 对 惕 从 ， 我 们 令 
5 一 "0 E's 
并 称 它 为 的 转 置 从 。 对 于 每 个 a。é 了 ,在 一 个 向 量 空间 和 它 的 对 
假 空 间 之 疗 的 自然 配对 定义 了 一 个 上 映射 
B,:E: X 五 ,一 &’?, 5' =(E',P',V). 
这 就 给 出 了 一 个 映射 
B:C*V,8) X CC 一 CC 人 8"h) 
,177 ， 


它 定 义 如 下 . 车 ssEC”(V,8),s€E C"(V,5), 则 

BS, sa) = BS (a), sla)), 
若 supp(s) 作 supp(s ) 十 紧 和 的， 则 8B8(s', s) 是 了 上 的 一 个 具有 紧 支 
亿 的 Cw- 形式, 我 们 定义 


(一 BC, ). 


我 们 也 可 以 定义 纯 基 积 《*，yY 2 ( 注 3.3.16 《a)), 并 县 我 们 有 
i 
3.3.16 注 (a) 我 们 有 

(6)' =— (OG 一 EC DS", 
它 典 则 同 构 于 纪 , 这 是 因为 如 "是 一 个 线 丛 ,我们 可 以 应 用 $3.1.11 
未 尾 的 往 记 式 即 ,对 于 一 个 线 丛 忆 : 罗 邓 是 典 则 平凡 的 )。 

(b) 若 5 是 平 几 的 ,5 二 《E,P，V), 并 且 
站 一 XC | | 
是 一 个 同 构 , 则 我 们 有 一 个 定义 为 4 的 逆 续 置 的 隔 构 
XXX 

( 即 , 对 于 每 个 a。€EV, 太 二 %z1)。 此外, 若 x€ Es yeEEz， 则 


Eu 
y*(%) 一 DF) xjyj, 
i ， 


法 中 (CX%) 一 4 X 《2 号 人 xg)» Ah*(y*) —axX (a 和 y4). 
我 们 将 把 4(x) 等 向 于 它 在 C” 上 的 投影 (x1，*……*,*4g)。 
3.3.17 命题 令 P 是 在 一 个 开 集 8CR” 上 土 的 从 59, 到 3 的 一 个 
线性 微分 算 子 , 它 出 
(Pa)(x) = SD) aslx) Dutlx) 

lelém 
所 给 出 . 则 存在 一 个 唯一 的 从 3; 到 9, 的 线性 第 分 算 子 P*, 它 称 为 
P 的 形式 伴 史 算 子 ,使 得 对 于 所 有 x6 C8(9, 7r), v€ Ci(0, 5)， 
有 


1) 原文 将 533.f.1) 误 为 3.1. 一 一 译 者 注 
+ 1l78 + 


TE 榴 ] 暴 江 


Peer(D)az = | Ce，PrrGD)drs 
这 里 ,在 C 的 向 量 之 间 的 纯 量 积 (us w) 由 
(ts #2) 一 人 tiztzpy Wi = (Wns ttjr) 
所 定义 ， 并且， P* 出 公 并 
(PYy)C) 一 之 (—1)'" DCasCe) v(x)) 


dQ | 二 过 
所 给 出 ;这 里 , 当 4 蚌 一 个 矩阵 时 , '4 表示 4 的 转 置 矩 阵 ，4 表示 
一 个 矩阵 ， 它 的 元 素 是 4 的 相应 的 元 素 的 复 共 斩 。 这 容易 从 公式 


[90 Do = (一 Do| Drop) Tas 


得 到 ,其 中 p, pe C5(9). 
3.3.18 定理 令 P 蚌 一 个 从 5 到 7 的 线性 微分 第 子 ,其 中 ,是 
流 形 VY 上 的 向 量 从 , 则 存在 一 个 唯一 的 从 7 到 小 的 线性 微分 算 子 
P ， 使 得 对 于 所 有 sé€ Cely, 5)， 1 € Corly, 1'), 有 
3.3.19 Cs Pi'Ye, = (Ps, 1, 

证 明 显然 , 若 ”6E Ce(V, TD)， 则 对 于 所 有 5 Co(V ,5) 满 
足 (3.3.19) 的 一 个 截面 


PerE CPC £') 
是 唯一 确定 的 。 并且, 若 *' 在 一 个 开 集 UCy 上 等 于 0, 则 对 于 满 
足 supp (1)CU 的 所 有 ss, 有 《Pr,# ;=0, 因而 , 车 (3.3.19) 成 立 ， 
则 对 于 满足 supp (CU 的 所 有 :。 有 《s, Pz')s 一 0， 由 此 即 得 
Pr 在 了 上 等 于 0.。 因而 ,只 需 在 VV 是 一 个 开 集 QCR*,5 和 1 在 
@ 上 是 平凡 的 情形 中 证 明 PP 的 存在 性 即 可 。 ， 
今 
he:E—> A XO, hm”0XC’ 

是 同 构 映射 ,并 令 姑 和 上 邮 是 相应 的 对 假 丛 的 同 构 喘 射 ( 注 3.3.16， 
(b)). 在 这 些 同 构 下 , 令 P 由 


(Pu ) (x) = > oerID'uts) 


1 lam 
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所 给 出 ， 若 dry 八 ，…* 人 axs 表示 如 十 的 标准 六 形式 ， 则 任 一 元 素 
1€ Pe— FOOS? 
可 被 唯一 地 号 成 下 述 形式 
避 一 godxzt 人 人 dr) Bo€ Fa, 
若 #'€ Cos(Q, 1)， 1" = g(adr A Ee Meare 则 令 
Pr = 1@(ar NN drs), 
这 里 了 由 
HF) 一 PC CS) 
所 定义 ; P* 是 命题 3.3.17 中 所 说 的 了 的 形式 伴随 算 子 ,并 且 , 对 于 
任何 一 个 算 子 
L= cokxz) De 
我 们 已 令 
L = Pee)D®. 
若 sE C8C(Q, 二), 并 且 1' 如 上 所 述 , 则 我 们 有 


(pss tv = | (Pi BED A Ndr 


== | Ga， prps(g))driA*-* Mar 

= ss Pt' Ye., 
3.3.20 ”定义 ”如 上 所 定义 的 算 子 P 称 为 P 的 (形式 ) 较 革 算 子 ， 
3.3.21 注 若 人 是 一 个 实 解 析 流 形 ，$ 和 "是 V 上 的 实 解析 从 ， 
则 ,一 个 算 子 P: C“(V ,5) 一 C~(V, 7) 称 为 有 解析 系数 的 ， 如 采 
对 于 5 在 VV 的 开 集 上 的 任 一 解析 截面 :, Ps 是 解析 的 。 容易 得 到 。 
P 有 解析 系数 ， 当 旦 仅 当 按照 人 上 的 局 部 坐标 和 ,1 与 平凡 从 之 
间 的 (解析 ) 辣 构 ,P 由 

(Pu){x) = D>) aclw) Drwtls) 


|a ln 


所 给 出 , 其 中 ae 是 到 * Xx * 矩阵 空间 中 的 实 解 所 映射 并且, 此 
时 转 置 算 子 P' 也 有 解析 系数 ， 
3.3.22 注 若 P 是 一 个 从 $ 到 1 的 椭 器 算 子 , 且 省 rank($) 一 
rank(7), 则 P' 也 是 椭圆 算 子 。 
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注意 ,关于 秩 的 条 件 是 必要 的 ,因为 如 果 存 在 一 个 从 从 到 从 
?的 椭圆 算 子 , 则 rank(5) 魏 rank(7)。 

定理 3.3.3 属于 Peetre [19601, 定 理 3.3.11 属于 Hermander 
[L1965]., 


$ 3.4. Soboley 空间 


令 g 是 R?" 中 的 一 个 开 集 , ?是 一 个 之 1 的 实数 ,gq, mw 是 两 个 
整数 ,满足 4 之 1, rm 之 0， 令 
f= (fs “ "9 :oC 
不 一 个 C” 上 映射。 考虑 满足 
> S| Dy) ler <o 


lalsm f=1 


的 所 有 C” 身 射 大 9 一 C? 的 空间 。 我们 在 这 个 空间 上 用 
fle 2 下 | DeFCz) 2ex 


Ialtm j= 1 

定义 一 个 范 数 | 着 ws。 (注意 ,从 Minkowski 不 等 式 即 得 三 角 不 等 
式 .) 在 需要 强调 此 范 数 对 于 2 的 依赖 性 时 。 我 们 将 用 ||2.s 表示 
这 个 范 数 . 

3.4.1 定义 上 面 所 述 的 空间 关于 范 数 fms 的 完备 化 称 为 
Soboley 空间 Hup(9)， 从 0 到 Cr 中 的 具有 紧 支 集 的 C” 映射 的 
空间 C2(9) 关于 |f|ww 的 完备 化 用 wwC0) 表示 。 

今 Vis V3E CY, Le 《ziis ~ ig), 如 通常 一 样 ;我 们 令 


4 
(wv,, v2) = > YipU2y, 


vel 
若 f1 二 (fi “9 fz):0— C0? 和 有 = (81, "i Bg) :>0" 是 两 
个 可 测 上 映射 , 且 若 诸 习 积 flx)g,(x) 是 可 和 的 , 则 我 们 令 


如 


C8) =— | fe Bde = | (fC), gC) dr. 


* TS1。 


3.4.2 注 令 了 = (4,， ,jo)，f, EL*(Q)， 则 我 们 简 记 为 fe 
L?(Q, 9g), 或 者 f€E L?。 如 果 对 于 任何 x，je| 委 双 ， 存 在 孜 数 
4 EL"(9,9)(1 所 co)， 使 得 对 于 所 有 8E C5(Q, 9)， 我 们 有 


| GD;peGo)ar = (一 Dm | Ceco， go)ar， 


则 我 们 说 了 在 L* 中 有 直到 % 阶 的 弱 导 数 . 诸 如 称 为 了 的 弱 导 
数 . 注意 ,如 果 如 存在 , 则 是 唯一 确定 的 (精确 到 相差 一 个 零 测 集 
上 的 值 ). 

如 果 坟 } 是 C“(9, ?) 中 的 一 列 元 素 , 它 在 Ham,s(9) 中 收敛 。 
则 对 于 ja| 委 z， {D*f,} 在 L*《(Q8) 中 收 伍 ， 我 们 令 它 在 L?* 中 的 
极限 为 产 , 则 对 于 任何 ze Cs(8, 9), 我们 有 

《fs Dg (1) MD (1, 8. 
由 此 即 得 疡 是 
f= = limi, 
的 弱 导 数 ， 特别 ， 若 {j,}, {8g 少 是 两 个 定义 五 -of(92) 的 同一 元 素 
的 序列 , 则 
imDf, = limD’g, 对 于 |c| 02. 

这 样 ,如 果 EHmp《98), 则 我 们 可 以 用 

D*"f 一 limD*f,， 若 在 Hm,s(Q) 中 所 一 jf& CG“(Q, 9g) 来 定 
义 D"f。 现 令 0 和 夺 m' 所 wm，fE Hm,p( 人 9)。 则 存在 一 个 定义 的 区 
数 到 {f,}, f,€ C~(9, 9), 关于 范 烙 |g1w,s，、 它 是 一 个 Cauchy 序 
列 。 然而 【gms| 所 |81m,z， 因而 关于 范 数 81m',p， {fy} 也 是 一 个 
Cauchy 序列 , 因此 它 定 义 了 一 个 元 素 fE 五 ant 显然 ,了 不 依 
赖 于 定义 f 的 序列 {f,}。 我 们 令 

En i() imm Cf) 

3.4.3 命题 线性 贞 射 1: 本 ,sz(0) 一 Hm,p(8) 是 一 个 内 射 映 射 。 

证 明 着:( 有 ) 二 0, 并且 {js} 是 一 列 定义 了 的 C~(8,g) 中 
的 元 素 ,; 则 在 LXQ) 中 f, 一 0 如果 gE&€ Cr(Q, 9), 则 对 于 lel 
m, 我 们 有 

0 = limtf,, Dg) — (—1) "lm DY,, g» 


"1]B2+ 


‘TN 


= Cs 


肌 至 ci 过 加 时 天 二 0, 因而 在 有 ,pC0) 中 1 一 0. 证 毕 ， 
自然 ， 
3.4.4 (Hp QO) CH, 2). 


并 且 。 若 pe C8CQ) 一 C8(Q, 1), 则 对 于 任何 1€ 里 ,se《9), 我 们 
有 
qf € sp 
而 且 我 们 有 
DCg) — FD (GDwD" sf 对 于 le| < m. 

Ba 
此 外 ,显然 的 包含 关系 CFC(Q)CC?P(R") 产生 了 一 个 保持 范 数 的 
瑞 身 

Hn. 0Q) i HpCR’). 
因而 我 们 将 经 常 把 百 ."(9) 等 同 于 wp(R?') 的 一 个 于 空间 . 
3.4.5 Poincaré 不 等 式 令 0 是 民 * 中 的 一 个 有 界 开 集 ， 并 令 fe 
C8(Q), 若 M 充 分 大 (只 依赖 于 0》, 则 我 们 有 
*1! 8 
f(x) 一 全 Br Ce X23 ”9 xa) dt, 

因而 ,由 Halder 亦 等 式 ,我 们 有 

We < cco) tl, 


由 此 容易 得 到 ,对 于 任何 je 矿 ,,s(Q), 我 们 有 
lf | CCQ, m) 之 1D°f lo,e. 
Im 


3.4.6 注 ”对 于 我 们 的 论题 最 有 意义 的 情形 是 二 2 的 情形 .在 
此 情形 ,我 们 记 
Hnn( 0) my Hn(Q) 各 Hua Q) 一 Hn(Q), 
| 用 = [fa 
自然 , 范 数 |f|， 由 纯 量 积 ” 
[fs El»= (lf,8i— 2 之， 上 De“JCz]De8iCs7dx 


lalsmw j= 1 
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而 得 来 ， 此 外 ;HnC98) 和 如 nO) 是 Hilbert 空间 ， 这 些 空间 比 一 . 
般 的 空间 恕 ，,peC8) 稍微 容易 处 理 一 些 ,其 理由 是 对 于 它们 Planc- 
hersl 定 理 成 立 . 若 四 一 0， 则 PC8) 一 LA(8), 并 且 我 们 用 
《f， 82 代替 [f, g1. 

3.4.7 命题 令 jE Hn(R"), 并 令 f 表 示 1 的 Fourier 变换 , 则 存 
在 常数 ciy C2 > 0， 使 得 


a 51)" IHE) as < Il 
<a)il +t 人 PrIKSD1 
证 明 只 需 对 于 C3CR”, g) 证 明 这 个 不 等 式 即 可 , 因为 空间 
C3(R",9) 在 育 ,(R") 中 稠 ， 容 易 知道 ,存在 常数 co c > 0， 请 
足 
3.4.8 cl 于 PY >) Pallt 7". 
1a1 志 二 
然而 ,车 1 = (fs 人 fs)， 则 我 们 有 


|f|?. = > > | Loe) lax 


ta fam 1=1 


2 > | 10%C8) bas 《定理 3.2.8) 


Iaixn 一】 
3 A 
lalsm j= 
因而 从 (3.4.8) 即 得 本 命题 . 
3.4.9 定理 我 们 有 
PBR") 一 Ha(R") 


= {fe LR', 0! | + el)" lA Pes < 上 


| 


证 明 令 pECF(CR"，1) 满足 当 |zl < 委 1 时 (xs) 一 1 并 
且 0 扫 pz 安 1, 令 1fEHn(R"), 并 令 
fy) = px/r)(n), 
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则 妃 有 紧 支 集 ， 并 且 ， 
D", = 5 (4 ) Drp,Drs, ps) 一 oz/ 
BE 


显然 , 当 » 一 co 时 Dsp, 是 有 界 的 并且; 若 18| 之 1, 在 每 一 点 处 
Php。 一 0; 着 B 一 0, 在 每 一 点 处 Dep。 -> 1。 因 而 在 LXR",g) 中 
Drf, 一 Def 所 以 在 Hn《(R") 中 f, 一 f。， 因 为 f,€ ,(R")， 我们 
立即 得 到 玉 ,CR") 一 Hn(R"). 然而 ,由 命题 3.4.7, 我 们 有 
BR Ce CR 0) | ,C+ 1)" I Pa < oo 

反之 , 若 对 于 某 个 je LXR", g), 我 们 有 

人 Ga ID"IKS)Pes < oo， 
则 

(1 + |§1 "fe) e LR", 9). 
因而 在 5 中 存在 一 个 函数 列 {名 }, 使 得 在 LX(R", g) 中 

BE)—> (1 F 51D" HE). 
但 是 
bl(1 + [FI "eg, 

因而 申 反 演 公式 3.2.2， 存在 hE A, 它 的 Fourier 变换 为 上 
(1 十 1 二 P)”?. 因此 如 EHn(R")， 因 为 当 p,v 一 oo 时 ? 


EDA A 


= (1&8) 一 514 一 0， 
因此 从 命题 3.4.7 即 得 4, 在 五,(R") 中 收敛 显然 ,在 LXR*, 9) 
中 所 下 了 因而 就 得 到 了 我 们 的 定理 , 
3.4.10 定义 我 们 已 经 看 到 ,存在 一 个 从 Hm,o(8) 到 Hos(9) 一 
Lr(9, 9) 中 的 内 射 映 射 ， 给 定 fe L*(0，g), 我 们 说 在 ?中 
直到 关 阶 强 可 微 的 ,如 果 对 于 任何 QE0, 媳 2 在 Huw(9N 在 上 


1) 原文 将 人 有 (5) 一 人 (jd 误 为 | 有 (二 ) Bn(5)145 .一 一 译 老 注 
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述 内 射 晤 射 下 的 像 中 .。 车 一 2， 我 们 简单 地 说 是 强 可 微 的 . 
3.4.1T 定理 令 P 是 RR" 中 具有 紧 支 集 的 C" 函 数 ,qp 写 0,suppKP) 


cfzllzl < 1 并 且 | Pd 1, 人 pb) 一 er/ 
s). 令 Q 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,并 且 , 对 于 xe R" 和 fe Lr(0), 令 


(ps* f(r) = | palx — yf Cy) AY, 


巩 |。 . : : 
(a) 对 于 任何 feE L*(0), 当 s 一 0 时 ,在 L?(0) 中 号 kf 一 大 
(b) 若 fe 六,s(Q) 则 对 于 |c| 罕 m; 有 
Dr(9e 半 力 一 pe Df. 
证 明 当 x#0Q 时 ,我 们 令 fCx) 一 0, 这 样 我 们 就 把 了 开拓 到 
R" 上 . 我们 有 ; 


Cee#f 一 及 GD = | ger ~ IO) — Hy 
me peC—INFY Tx) — fe) ) ay, 
由 Hilder 不 等 式 ,如 果 2 > 1, 我们 就 有 


» 


[Cpe*f — PDE < (li dpe Ney) 


“| £7 HD, 


1y ls 
其 中 产 由 14/7 十 1/p 一 工 所 定义 . .上 [如果 :p 一 1， 则 右 端的 第 
个 因 了 手 用 sup|ye(?) | 一 s "suplg(ly}| 所 代替 ]。. 在 R* 上 关于 = 
积分 ,并 取 其 zp 次 很 ,我 们 就 得 到 


loe*f — Fe < erlolr {| dy | H+) 


yt 
wpe} 


(其中, 若 ? 一 了 工 则 lelz = 二 suplply)|)， 这 就 给 出 
lpe 六 f—Hlre 


rs186» 


lp 


< 一 Da) 


= cll sap (li + 7) — Klar) 
然而 , 当 s 一 0 时 最 后 一 项 一 0; 当 f 为 具有 紧 支 集 的 连续 函数 时 
这 是 显然 的 , 因而 对 于 任何 fe LQ) 这 也 成 立 , 因为 共有 紧 支 集 
的 连续 函数 集合 是 称 的 ， 这 就 证 明了 〈a). 
为 了 证 明 (b), 令 fe Hmp《8), 并 令 {有 } 是 C7(Q，g) 的 一 
列 元 素 , 它 在 应 wo(8) 中 收敛 于 4 则 


Dr(ips * f(x) = | Da Ce ya 
a lim 1 (PP) 二 型 yy) ay 
= lim | PC 一 PD"f dy 


= | pe PDI) 


一 《ge CD ) (Yr). 
3.4.12 定理 车 f&€ Hay(0), 并且, 对 于 al 过 zy DY 在 L? 中 
直到 mm' 阶 强 可 微 , 则 了 在 工 * 中 直到 ww 十 m' 阶 强 可 微 ， 
证 明 ”通过 在 了 上乘 以 一 个 具有 紧 支 集 的 适当 的 ”函数 ， 
我 们 不 念 假设 f 有 紧 支 集 。 如 果 9 如 定理 3.4.11 中 所 定义 ， 则 
ge 冰 了 是 一 个 画 数 ， 并且, 出 定理 3.4.11, (b), 对 于 ]e| 委 z 
我 们 有 加 


" 
2 


De 水 太一 ge 水 (Dj)。 
然而 ,因为 Defe Hsp《9), 因 此 对 于 任何 a,8: |a| 所 mr 好 |< 委 mw 
我 们 有 
Dts(pe kf) = Dp * Df) 一 qe k DD'F) 
(定理 3.4.11, (b)). 
当 80 时 , 它 在 LQ, 9q) 中 政 敏 (定理 3.4.11,(2)), 由 此 即 得 
FE Hautm pl 0), 
* BY 


§ 3.9，Rellich 号 [ 理 和 Soboley 引 理 


3.5.1 命题 令 29 是 尼 " 中 的 一 个 有 界 开 集 ,并 令 9 是 并" 中 具有 
芭 支 集 的 一 个 5” 辆 数 ,满足 
p(x) > 0, | .weCz)az 一 1. 
令 
getz) 0 s "p(x/e). 
令 P 宇 1, 并 令 当 之 1 时 户 由 1/P' 十 1/P = 1 所 定义 . 则 对 于 
任何 FE H.sp(Q)(m 这 1), 我 们 有 
Iq *} 二 用 及 -wp < 入 Asllqglire’ fl mf 
其 中 有 4 是 一 个 只 依赖 于 Q, m 和 了 的 常数 . 当 P 二 1 时, lpllzr' 表 
示 sup|pCx)1. 
证 明 令 f 是 民 * 中 的 一 个 C” 阔 数 , supp (1)CQ。 对 于 +， 
y ERR", 我 们 有 
f(x Ty) CO— fx) = > yi L SE + 1y)dz。 
因而 , 若 
gy Cx) 3 本 十 7) — f(x), 
则 Hlder 不 等 式 给 出 
1 <e Md 
以 开 


ts + 2 di » 
Ox.; 


二 ~ 1 Bf 
Ng 2 < nr-! 之 ， a At |。 jo (x + 2)| dr 


一 


rn 
dx 


= pr*"! 3 l,l 30 


委 2 9? fl?,. 


i 二 1 


5 las 


因而 ,对 于 |y| 和 s, 我 们 有 
3.5.2 gz e ne | 并， 
因为 
qs ¥ {C4) a fx) pre Cy) fx 二 7) 1(x))dy, 
以 及 
supp (pe)T{rilz| < 8}, 

因此 当 g 泛 1 时 ,就 有 

jp * f(x) 一 fx) | 


=s-lplr (| lc 


并 且 , 当 一 1 时 这 个 不 等 式 显 然 也 是 对 的 。 因 而 ,由 (3.5.2), 我 
们 有 


Up 


(ie lee) — Hla) 


Up 
< eplenelfles (| 
= Asllpllee’ |f|1,;, 


即 
[qs *f 一 jl < Aelglle’ |fli,». 


把 这 个 不 等 式 应 用 于 诸 导数 D'f(le| 二 1m 一 1), 并 且 利 用 C8(9， 
q) 在 入 %,s(9) 中 稠 这 一 事实 ,我 们 就 得 到 所 需要 的 不 等 式 . 

3.5.3 命题 令 9 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 集 ,二 是 R"! 沾 的 一 个 具 
有 紧 支 集 的 连续 函数 , 则 对 于 fe L?C8), 由 


(KP) = | kz 一 DOD0 


所 定义 的 函数 Ki 属于 L?(R"), 并 且 , 算 子 
K:L"(0)— L'(R") 
是 全 连续 的 (p 之 1). 
证 明 第 一 个 结论 是 显然 的 ,因为 对 于 fe L"(Q8), Ki 尾 连 续 
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的 ,并 且 其 支 祭 在 紧 集 

S—!{xt ylx€@, 并且 y € supp(#)} 
之 中 。 因而 ， 给 定 L*(0) 中 满足 有 ir 委 1 的 一 个 元 素 列 {f,}， 
只 需 证 明 存 在 一 个 子 序 列 fr， 使 得 {K#,} 在 S 上 一 致 收 化 即 
可 . 由 Ascoli 定理 ,对 于 我 们 的 目的 而 言 , 只 需 和 证明 族 { 天 败 州 2 所 
1} 是 有 界 的 和 等 度 连 续 的 . 

对 十 5 之 4, 令 
48) = ,sup ,jia) 一 多 人 | 


则 ,由 Hilder 不 等 式 ,我 们 有 
改天 | PRN lee SR» 
以 及 
IKIG) = KID 之 az 一 ?| Da 
Cnr — yy))fllee 
(因为 2 是 有 界 的 )， 这 就 证 明了 了 命题 . 
3.5.4 Rellich 引 理 令 0 是 民 * 中 的 一 个 有 界 开 集 , 并 令 0 委 因 一 
ms 则 自然 的 内 射 映 庙 
站 (CQ) — H's Q) 
是 全 连续 的 . 
证 明 对 十 任何 连续 算 子 和 
T: Bn,pl 0) — Hn R"), 
| 


lzi = sup (Li ms ) 


{fl2,» 

并 令 了 是 i 与 等 距 映 射 问 wpCQ) > 入 mw,p(R") 的 复合 。 令 了 :是 
算 子 fF>qp, 六 站, 其 中 qs 如 命题 3.5.1 中 所 述 . 则 由 命题 3.5.1 ,有 
7 一 州 一 0， 当 e 一 0 时 。 

此 外 ,由 命题 3,5.3, 每 个 了 是 全 连续 的 。 因 为 全 连续 算 子 的 一 臻 
极限 仍 是 全 连续 的 (这 是 一 个 容易 证 明 的 事实 ), 因 而 定理 即 得 证 ， 

1》 原文 误 为 1 下 米 了 ,一 一 译 者 住 


中 0D ee 


3.5.5 命题 当 P 一 2 时 ,可 以 利用 Plancherel 定理 更 简单 地 证 地 
上 喇 的 引 理 ， 
证 明 令 了 6E Hn 9)， (fi» 扫 1. 对 于 昌 的 上 《5 > “**y 85 
《 世 "， 游 碟 曙 数 
太一 G2) | FD eit snads， 


由 Schwarz 不 等 式 , 车 位 于 C? 的 一 个 紧 子 集 5 中 , 则 
[KE < CCS) 用。 

因而 {KE)}sss 是 一 致 有 界 的 ， 此 外 ,在 C* 上 显然 是 全 纯 的 . 
因而 ,出 定理 1.1,3' ,序列 {名} 包含 一 个 子 序 列 { 雇 ,} , 它 在 C" 的 任 
何 紧 子 集 上 -- 致 收 伍 我 们 断言 ,相应 的 序列 {f,} 在 Hm-1C9) 中 
收 敏 。 令 e 之 0 是 给 定 的 ， 并 选取 M > 0, 使 得 对 于 18| 守 4， 
有 1 十 18|?>> 1/s. 则 ,由 命题 3.4.7 得 到 | 

(六 Ft 


< ol + HIDr 庆 一 外 


<as| C+ i 


Isl>m 


十 4(e) | | 六 — #48, 


lal<M 
其 中 4(e) 是 一 个 只 依赖 于 8 和 w 的 常数 。 因 为 {二 ,} 在 R" 的 任 
何 紧 子 集 上 一 致 收银 ， 因 此 当 +，s 一 oo 时 ,最 后 一 个 积分 趋 于 0， 
这 就 给 出 
fim |f,, — fo | <os 醒 | .4 于 181)"|f, — ffa5 
< 6 
这 就 证 明了 命题 ， 
3.5.6 命题 令 0 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 集 ，m 是 一 个 之 0 的 整 
数 , 则 对 于 每 个 M > 0， 存 在 一 个 只 依赖 于 MM，Q 各 的 常数 
4 > 0， 使 得 对 于 所 商 fe 已 "(9)， 我 们 有 
{i Cr EE) KE) bas 
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< 4 0+ eb) ae, 


证 明 如 果 结 论 不 成 立 ， 则 存在 8 中 具有 紧 支 集 的 一 列 C” 
函数 {f}sws， 使 得 


[0 + lb) IA Las = 1, 


| 0 当 > oo 时 . 
如 果 我 们 还 令 二 (51，。:… ,8。) 是 复 的 , 则 C* 上 的 全 纯 函 数列 
六 (人 一 《2 | 1, Cx) eitrst™+trnsn >» y= 1,2,:…: 
在 .C* 的 任何 紧 子 集 上 是 一 致 有 界 的 ， 因 而 我 们 不 妨 假 设 《定理 
1.1.3), 色 在 C* 的 (特别 , R* 的 ) 任何 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 某 个 
全 纯 函 数 8。 然 而 由 我 们 上 面 的 假设 ,有 


《1 十 151 "le(s)}as 


J 


m | + Is)" bes = 0, 
vrm MGIEiSM+1 


因而 ,对 于 满足 M 过 j#| 过 M 十 1 的 实 $,8(5) = 0 内 为 8 在 
C" 中 是 全 纯 的 , 因此 这 就 芥 涵 着 8 三 0， 因而 轧 在 C” 的 任何 紧 
子 集 上 一 致 收敛 于 0， 特别 ， 
| + | 人 “1601 一 0 当 > 一 oo 时， 
因为 由 眼 设 
he + 18|)" lj,(8)las ~ 0, 
因此 即 得 


DE ACL 


这 是 二 个 下 知 : 
3.5.7 注 利用 Plancherel 定理 ,可 以 把 二 2 时 的 Poincare 不 等 
式 3.4.5 改写 如 下 : 存在 一 个 常数 C(9, m)、 使 得 对 于 所 有 7 


"192， 


zf(2)》， 我 们 有 
fi + |81)" fs) la 


< co,m) | [ED Pa， 


这 样 ,可 以 把 命题 3.5.6 看 成 为 Poincaré 不 等 式 的 一 个 较 精确 的 形 
3 

此 外 ,在 不 等 式 3.5.6 中 求 得 最 好 可 能 的 常数 是 可 能 的 。 这 与 
Fouricr 分 析 中 大 有 兴趣 的 一 些 问 题 有 关 ; 参 阅 Fuchs [1964] . 
3.5.8 命题 (R* 的 极 坐 标 ). 令 Rt 一 全 < 并 | 全 0，3” 是 
R" 中 的 = 一 1 维 单位 球面 ( 例 2.5.6). 令 

5:R+ x $1 一 > Rr" 一 10} 
是 喘 射 《+，x) 一 >ix。 则 在 5”! 上 存在 一 个 《nw 一 1)- 形 式 o 使 
得 
BC 人 -人 dy = 1d Mw, 
此 外 ， 
be 0 天 有 

证 明 若 m%， xz 是 肛 " 中 的 坐标 函数 在 5S””" 上 的 限制 ， 

则 我 们 可 以 取 
人 oN ny Vp 


R= 
其 中 ,在 项 azk 上 的 入 意味 着 该 项 不 出 现 ， 我 们 从 
{A .. -和 Ady。>>0 


这 一 事实 即 得 
| 二 人 到 0 
这 一 事实 ,其 中 
U = 9(I x $5":), 1 一 小 <1< 1}. 


"， 19 了。 


3.5.9 Sobolevy 引 理 ” 令 89 是 惟 ” 中 的 一 个 开 集 ， 并 令 mm > wj， 
则 对 于 每 个 紧 集 天 己 9, 存在 一 个 常数 C > 0， 使 得 对 于 每 个 了 6 
C“(9), supp (1}CK, 我 们 有 
sup [f(x) 入 CT 有 
证 明 我 们 不 妨 假 设 2 = 二 民 "， 此 外 ,给 定 天 ,我 们 可 风 城 到 


一 个 紧 集 LCR", 使 得 对 于 任何 7E 关 ， 浮 数 
8 By:xt>f(r 十 了) 


的 支 集 包含 仕 工 中 .这样 ,只 需 证 明 对 于 任何 了 é C™,supp(f} CCL, 


我 们 有 
C0)] < Clif le. 
令 9: 民 + Xx Ss" 一 RR" 一 {0} 是 在 命题 3.5.8 中 所 定义 的 映射 . 
若 ft C”(R*), 令 g 二 fo9， 则 可 以 用 下 述 方法 得 到 人 篇 导数 
Bmg(1, x)/91"。 存在 R* 上 m 次 齐 次 多 项 式 4。, 使 得 


3.5.10 咏 es, 9 一 A [DrycD， » = (197) 一 4z3 


1 三 芒 


特别 , 诸 函数 a 是 有 界 的 。 若 夺 是 一 个 充分 大 的 常数 ,并 
且 x& S”!, 则 我 们 有 
a Ba 
(0) 一 一 | 让 fn)a 
ne 《一 EL | Fc! O”g(t, x) 7, 
{mo— 1)! Jo Or™ : 
用 汪 相 乘 ,并 在 5S" 上 积分 ,我们 得 到 


1(0) | 二 中 一 《mw | a | OE 1"ldt Aw, 
因为 
| WA0, 
Si 到 
这 康 给 出 了 
3.5.11 fC(0) = 本 上 | _ fn 一 GO"g(i, x) 人 Aw 
g ds7—!l Be™” 


* J94F* 


衬 革 | 2 二 中 
je gm(y) dy, { pal 


(由 命题 3.5.8)， 其 中 gm《y) 由 【〈3.5.10)》 所 给 出 。 当 上 > 工时 ， 
Hilder 不 等 式 给 出 了 


lip’ Lp 
Vso, ™o) (| ‘ay ) 
[0 rd g lly ll [gm Cy) 4 ) ” 


其 中 1p 十 11p' = 1 内 为 zm 放 nipP, 我 们 妈 有 (m 一 wp 十 nn 
一 1 之 一 1, 办 市 3 


| ta gy 二 二 | (mp tal ly | 0 

hy! Teh 0 上 了 50 一 1 
在 ” < CO ， 

此 外 ,由 (3.5.10)， 


| gmty) | "Ay < const 、 | 二 


因而 ,正如 所 期 望 的 那样 ,我 们 得 到 
[0)! CCl, 

当 户 二 1, wm 之 时 ,从 (3.5.11) 就 得 到 了 所 要 求 的 不 等 式 . 
3.5.42 推论 车 @ 是 民 *” 中 的 一 个 开 集 ，K 蚌 8 的 一 个 紧 子 集 ， 
由 对 于 任何 f€ C~《Q, 9), 当 sm 之 n/p 时 ,我 们 有 

sup f(x) < Cliinr. 


我 们 只 需 将 引 理 3.5.9 应 用 于 qf 的 诸 分 量 即 可 ,这 里 we Co 
(0), 当 x € K 了 时 px) 二 1]. 
3.5.13 命题 令 0 是 R" 的 一 个 开 集 ,m 之 njP, 则 任何 fe Hp(Q) 
几乎 处 处 等 于 一 个 具有 小 于 、 等 于 四 一 [#12] 一 1 阶 连 续 导 数 
的 静 数 ;这 里 [X] 是 不 大 于 和 的 最 大 整数 。 . 

证 明 ”通过 在 了 f 上 乘 以 一 个 具有 紧 支 集 的 适当 的 图 数 ， 我 们 
不 妨 假 设 fe 五 (9) ,以 及 @ 是 有 界 的 。 令 

he Ci(Q,9), [fs — flms 一 0， 

中 推论 3.5.12, 大玉 在 中 是 紧 的 , 则 存在 一 个 C 二 0, 使 得 对 于 
lel 天天 一 《afp 有 


+» LIF » 


hb ID” (f, — fs) ) (x) | CDE — fo) lmnop 
Chm—flnr >0 当 v8 0 时 . 


因而， 对 于 |e| 秋 束 一 人 afp 六 妨 在 的 任何 花子 集 上 一 致 收 


化、 命题 即 得 证 ， 


3.5,14 命题 当 P 一 1 或 ?二 2 时， 可 以 较 简单 地 证 明 引 理 


.3.9 
二 1 的 情形 , 若 导 充分 大 , 则 我 们 有 
fa 一作 Es) dna, 
因 和 


[| 基 | 委 flea 所 1fims,s 若 吉 党. 
事实 上 , 阁 w 全 zz 且 了 之 1, 则 Hiider 不 等 式 给 出 了 
3.5.15 [C2)| CH,s. 

通常 ,这 个 不 等 式 已 经 够 用 了 . 
p 二 2 的 情形 、 我 们 有 


2) 一 (2z) "|, HEDaE 
一 22)" ,e001 十 |) 
x (I+ 1) "ak; 
因为 对 于 加 > 2?/2， 有 
| +18) "a < oo， 
因而 Schwarz 不 等 式 即 给 出 了 


HOP < ch + LS 人 | ,IKE IEl)"as 


< CH 
《由 命题 3.4.7)。 
有 关 育 ,(Q) 中 范 数 的 一 个 有 用 的 注 记 是 下 述 命题 : 


3.5.16 ”命题 ”对 于 任何 s > 0。 存 在 一 个 常数 C(s) > 0, 使得 


If 所 elfl3 + Cle)1fl 对 于 所 有 je Hn(8). 


» IyG + 


证 明 ”只 需 对 于 所 有 je C85CR*) 证明 这 个 命题 即 可 。 由 命 
题 ; 3.4.7,， 有 


la (+ 181)" HE) ba. 


给 定 & > 0, 存在 一 个 常数 Cl(e) > 0。 使 得 对 于 所 有 EE R", 有 
(1 七 lectl + IEI)” + COs), 
因而 ,有 


3 < (ll + 181D" IKE) las 


+ CCe) | {HED as， 


再 由 命题 3.4.7 即 完成 了 证 朋 ， 
3.5.17 注 命题 3.5.15 等 价 于 下 述 事 实 : 对 于 尾 何 & 之 0, 存 在 
C(E) > 0, 使 得 对 于 所 有 fe HC(Q), 有 
a re < elfl» 二 cle)|ti. 

当 我 们 用 Bo(9) 代替 已。r(9)， 并 县 9 的 边界 充分 光滑 
时 ，Rellich 引 理 仍然 成 立 ( 参 阅 Rellich [1930] )。 

Soholev 引 理 有 不 少 证 明 。Soboley [1938] 获得 了 一 些 很 精确 
的 人 不等式 。 然而 , 他 的 大 多 数 证 明 远 较 我 们 在 这 里 给 出 的 证 明 复 
话 ， 


§ 36，Garding 不 等 式 和 Friedrichs 不 签 式 
在 本 节 中 ， 我 们 将 车 虑 在 一 个 升 集 QCR* 上 的 从 9, 到 9 的 
微分 算 子 .我 们 假设 所 给 出 的 算 子 为 如 下 形式 : 
(Pu)(x) = SD) oelx)D'u(r), wu€ C“(9:r)。 


lel ns 


我 们 立即 得 到 , 若 区 一 (i, i y,) € C’, xo€ 各 各 fe Wr» 则 
Pl(f*v)(x0) = mm! DD) Er kana xo)y, 
1 at wm 
其 下 
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_ 8j (。 
让)， 


若 我 们 令 
prelx, E) = Pls 2 pat E) es b>2 E ac(x)， 


2|=m 
rE 0, EER'", 
则 从 上 面 的 说 明和 定义 3.3.14 即 得 ,了 是 权 图 的 , 当 且 仅 当 对 于 和 性 
何 三 天 0，8E 民 "和 zeEg, 映射 
plx, EC 一 人 

是 内 射 的 。 这 个 函数 ?了 称 为 算 子 了 的 特征 多 项 式 . 

在 + 二 :的 情形 中 ,考虑 一 类 更 特殊 的 算 子 是 有 益 的 . 
3.6.1 定义 ”上 的 一 个 从 3, 到 其 自身 的 w 阶 线性 微分 算 子 P 
称 为 一致) 强权 贺 的 , 如 果 存 在 一 个 常数 C > 0， 使 得 对 于 所 有 
E€ R*, re Q 和 wt C', 我 们 有 

Re (plx, E)v, 0) 之 CC 全 [| 
若 2 之 1, 则 尾 何 强 椭圆 算 子 都 是 偶数 阶 的 。 事实 上 ， 若 ze 了 
和 vw 去 0, 则 时 数 
Q(E) = Re (plx, E)v,v) 

是 一 个 mw (一 P 的 阶 ) 次 齐 次 多 项 式 . 显然 ,对 于 几乎 所 有 的 66 
R", 实 变 量 4 的 多 项 式 0(n 十 48) 关 于 4 是 澡 次 的 ,因而 若 m 是 奇 
数 , 则 Ola 十 58》 有 实 零 点 。 若 4 之 1, 则 我 们 可 以 选取 a, 5, 使 
得 对 于 所 有 4€ 尼 , 4 十 ib 关 0, 因而 0O 有 一 个 实 的 非 平凡 零点 . 

令 疡 是 一 个 从 3, 到 3 的 思 阶 的 线性 微分 算 子 , 严 是 一 个 从 
39; 到 3, 的 mm; 阶 的 线性 微分 算 子 , 则 

PoP: C“(0, +) > C™*(Q, 1) 

是 一 个 线性 给 分 算 子 .容易 验证 ,这 个 算 了 的 阶 所 mw 十 rm, 

若 

P(x, EC > CC, pAr,E:C OC 

分 别 表示 户 , P; 的 特征 多 项 式 , 且 阁 PoP 的 阶 数 为 ww 十 ms， 刚 
PoP 的 特征 允 项 式 为 PoP， 帮 PoP 的 阶 为 mr 十 m9;， 当 且 仅 当 
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如 cp 尖 0, 特别 ， 车 Pi, bp, 是 椭 闸 的 ， 则 对 于 E Er 0， Potpi 区 -一 
(显然 是 内 射 的 , 由 此 即 得 PoP, 仍然 是 椭圆 的 。 此 外 , 若 P* 表 
示 P 了 的 形式 伴随 算 子 (命题 3.3.17), 则 其 特征 多 项 式 由 


p*(r,E) = (—1)”'p(x,E), 

给 出 (? 一 已 的 特征 多 项 式 ), 

从 这 些 说 明 我 们 直接 推 得 下 述 推论 : 
3.6.2 推论 若是 8 上 的 一 个 从 9, 到 8, 的 椭圆 算 子 ， 则 对 于 
任何 4'EQ, 算 子 (一 1yP*oP 是 2 上 从 9, 到 其 自身 的 偶数 阶 的 
一 致 强 桶 贺 算 子 ， 

证 明 若 

L = (—1)"Pp*op, 
并 且 疡 是 它 的 特征 多 项 式 , 由 
pr = (—1)"p*op, 

以 致 对 于 ”EC", 有 

(pilx, E)v, 1) = (plr, E)v, pr, E)v) 一 人 PCS)oi。 
因为 了 是 禄 圆 的 ， 当 v 关 0,& 关 0 时 p(x,)v 关 0, 因而 若 x6 
Oe9 和 |8| 一 1, 1v| = 1, 则 p(x,E)vl 是 下 有 界 的 。 由 齐 次 
性 如 得 

{p(x, Evo, v) >.ClE|™ rl, 
3.6.3 Girding 不 等 式 令 P 是 Q 上 从 9, 到 其 自身 的 2m( 偶 ) 阶 
的 一 个 一 致 档 辑 算 子 。 则 对 于 8 的 任何 相对 紧 开 子 集 避 , 存在 常 
数 C >>0 和 旦 >>0, 使 得 对 于 所 有 we Co(8',*+), 有 
(—1)"Re Pu, u) 守 Cluls — Bluli. 

证 明 分 三 步 证 明 此 定理 . 

第 1 步 。 令 P 由 
Pu{x) 一 bs aD u(x) 


gj 号 2 


所 给 出 ,其 中 诸 e* 是 常数 矩阵 ,( 即 ,P 是 一 个 有 共有 常 系数 的 算 子 )。 
Piancherel 定理 给 出 
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(Px, 4) = (Pa, Ay. 


Br= DG5) = (~1)" D oa) 


lalwiry 


十 DD) qi'EACE) 


lal 人 3m—1 
= (—17p(E)ACE) 十 9(E)ACE), 
其 中 上 是 了 的 特征 多 项 式 , 4 是 一 个 次 数 所 2m 一 1 的 多 项 式 ( 系 
数 为 + x 7 复 知 阵 )、 这 样 ， 
《一 【Re Pu, uy 


一 Re | ,P(E)ACE), ACE) dk 


尽 


+ C1)"Re Ia"(a(E)A(E) ,AE))dE 


> | 1sl"IE as 


LD 


其 中 c,，、c; > 0; 这 里 我 们 已 经 用 了 下 面 次 个 事实 : 由 于 了 是 一 
致 强 粒 图 的 ,所 以 存在 cr > 0, 满足 

Re (plE)v, 0) ell" vl, ve C’; 
雇 及 4 的 次 数 二 2m 一 1， 令 对 充分 大 ,使 得 对 于 |&i 宕 M, 有 


cE — cl 十 ED 二 al + [ED=， 
则 ( 如 果 我 们 令 一 二 o] 
(—1)”Re CPn, zy 
> | (1 + [EI)" |ACE) [AE 


lti>M 
一 6 (EL+ lst) laCs) las 
> | + El)" ACE lak 


es 200°.. 


一 cf | 12C8)1a5， 


其 中 
c+ SUP {cal 十 | 发 | 天 十 cxl 十 [EAD 
I 


由 命题 3.4.7, 存在 一 个 常数 < > 0， 使 得 
(—1)"Re Pu, #4) 之 cluls — crluti. 
第 ' 开 步 ， 这 一 步 即 为 下 述 命题 : 
3.6.4 ”命题 ”对 于 任何 me 0， 存在 x, 的 一 个 邻 域 口 , 使 得 对 于 
所 有 we CFC(U,+), 有 
(—I)"RelPu, az》 > cluls — Blzli, 

这 里 +c，B 这 0 是 只 依赖 于 xo 的 常数 . 

证 明 我 们 可 以 找到 0 上 从 9, 到 其 自身 的 阶 数 二 的 线性 
微分 算 子 0,,，-*，Qn; Ri，**"， Ry, 使 得 

Bs -六 R*o0,, 


vel 


其 中 R* 表示 Rs 的 形式 伴随 算 子 ， 然 而 ,我 们 可 以 写 为 
0 
xzo6 昌 i 这 样 ， 我 们 有 四 
《Pz， pp 一 《Pu, u) 


+ SY (CO, Ru) + Ou, Riu) 
+ (Qu, Ru)}, 
其 中 
P= > (RD)*oQ,, 


vt 


因为 0,, R; 的 所 有 系数 在 xo€ 0 处 为 0, 并且 9,, 妨 的 沦 数 裤 P， 
因此 我 们 立即 得 到 ,对 于 任何 8 > 0，, 存在。 的 一 个 邻 域 U, 使 种 
对 于 所 有 w€ C8 《U, +), 上 面 所 述 的 等 式 中 最 后 的 和 式 的 绝对 值 


Seluls 


Hn 
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把 第 1 步 的 结果 应 用 于 严 , 我 们 就 得 到 ,如 果 
(— "Re Pusu) 之 colu|2 — Blali, 
则 
(—1)"Re (Ps,u) > (00 — 8))uls — Blwl?, 
u€ CU, r), 
第 下 步 . 这 一 步 是 一 般 情形 ， 
若 人 EQ, 则 由 上 面 的 命题 3.6.4, 我 们 可 以 找到 常数 c > 0， 
8 之 0 和 9" 的 一 个 有 限 蓝 盖 Ui,，*.…, Us, 使 得 
3.6.5 (—1)”Re (Pn, uu) 守 clu|2 — Blsl;, 
对 于 w€ Co(Uis ?7), 1 … 下。 
令 qj€ CEFCU,, 0< 委 由 委 1， 并 且 对 于 9 的 一 个 邻 域 中 的 所 
有 zx, 有 乙 Wj(x7 二 1 由 引 理 1.2.7， 这 些 5; 是 存在 的 ). 
我 们 注意 , 对 于 某 个 只 依赖 于 诸 1 的 适当 的 常数 C > 0, 我 
们 有 


ma ls 一 > [nD" A Clu Piz ba 
以 及 

《PCait)， Wi#) 本 《niPu, LD Se 《Lu, es 
其 中 工 是 一 个 阶 数 和 2mw 一 1 的 微分 算 子 ,因而 (把 工 写 为 和 Bxo4。 
这 样 的 形式 ,其 中 诸 4 是 阶 数 筷 m 的 算 子 , 诸 Bs 是 阶 数 所 tm 一 1 
的 算 子 ) ,我 们 得 到 ,存在 C > 0, 使 得 

(CPOmn), wn) — CnPu, niu)) SE Clu|nl ulm 
由 此 即 得 ,对 于 任何 w€ CFCQ8 ,+), 有 
cluls =e 2 ip- < 立 | 本 


=1 1al 碌 mm 


< [| 六 eC |ul, sf- 


二 1 


和 
< YIP RPOna), nu) t+ Blali t+ Cialmluln-s 


jl 
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pe 
二 Ce Pau, wu) + Blali+ Culm luli, 
然而 , 若 5 > 0, 则 对 于 任何 两 个 复数 w, ws, 我 们 有 
2 < lwsl’ + [wl 
因而 ,由 命题 3.5.16 即 得 
2C" jls < oluls + (EY 2 
26|uls + CC6) lu li, 
若 8 < c, 则 对 于 一 个 适当 的 B。 > 0 和 所 有 wt C9', 7)， 
a 
luls IrRe Pu, 人 十 Be 人 
3.6.6 命题 车 P 是 一 个 2m 阶 的 一 致 强 椭圆 算 子 , 它 是 齐 次 的 ， 


并 有 常 系数 , 即 ， 
Pau(lwx} = > auP u(x), 


1 =2m 


则 还 可 把 上 面 的 Girding 不 等 式 精确 化 一 些 . 即 , 对 于 任何 &E 
民 ", 对 于 所 有 xc C3(90, 7), 我 们 有 
(— DRekPa, 4) > c(Q) ul 
证 明 我们 有 ? 


(一 DrRe (Pu, «) 一 Re | , (pCE)ACE), ACED)AE 


> | Sm12S)Pas， 


因而 从 不 等 式 3.4.5 和 注 3.5.7 即 得 我 们 的 论断 。 
3.6.7 命题 令 0 是 民 " 中 的 一 个 开 集 , 并 令 ppE C5(0), 上 之 1 


i》 天文 误 为 
《一 DC ny = {a (pCE YE), RCE) ds | 1S) "AE) ld 一 一 译 省 注 
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是 一 个 整数 ， 则 对 于 任何 。 > 0, 存在 C(e) > 0, 使 得 对 于 所 有 
fe C”(8), 我 们 有 
DptD'ili<e DD) fptrp"? 


1@1 亚 类 ql 二 1 
t+ Cle) i 2 19 Di 
(pp? 表示 恒 等 于 工 的 国 数 )。 
证 明 ”只 需 证 明 : 对 于 之 1, |8| 二 ,存在 C(s), 满足 
ppliSe 2) lepilit+ cle) BD lmtp 


1q1 二 大 十 1 ial=k—1 
我 们 号 为 B= 三 户 士 7, 其 中 [8 = 二 一 1,17| 一 1, 则 
i oD = (Df, pA*D) = —(Df, Dr(p De 让) 
一 一 人 DT 2kp*t "DrpDe) 一 《De DA 人 
一 —2K Dry ，94 0D2T DSF) 
人 
利用 
?ws > 守 委 5lv 有 十 去 1z 生 对 于 所 有 ?>0 


这 一 审 实 ,我 们 得 到 ,对 于 任何 5 之 0, 有 
[oD < of | pp + | pttpDerrf | 
十 CA(6)| pe D1s, 
由 此 容易 得 到 我 们 所 需要 的 不 等 式 ， 
3.6.8 Friedrichs 不 等 式 令 9 是 民 " 中 的 一 个 有 界 开 集 , 了 是 一 
个 从 9, 到 3, 的 ; 阶 线性 椭圆 微分 算 子 , 它 由 
(Pa)(x) 一 D>) oo) Dw) x), u€ CQO, 7) 


lel 
所 给 出 。 令 是 一 个 守 0 的 整数 . 
3.6.9 震 诸 a 是 常数 , 则 存在 一 个 常数 C>>0, 使 得 对 于 所 有 x#k 
C9(Q,+), 有 
AP <CPzej 
3.6.10 对 于 任何 x0€ 9, 存在 x 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 常数 C, > 
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0, 使 得 对 于 上 所 有 w€ C3(U, >)， 有 
zx SS ClPul. 
(这 里 了 不 一 定 是 常 系 数 的 ). 
3.6.11 车 0 是 0 中 的 一 个 相对 紧 集 ， 则 存在 一 个 常数 C, > 0， 
使 得 对 于 所 有 we C"(9, >)， 有 
julgr < CA Pal + {ul 
特别 ,对 于 所 有 we C5C0',r),。 有 
ul SE Ca{ [Puls + julo}. 
3.6.9 的 证 明 令 p(x, 5) 一 p(E) 是 的 特征 多 项 式 ， 因 为 
P 是 类 圆 的 ,所 以 对 于 [8| 一 1, ze Cr |v| 一 有 AS 汉人 0. 
内 而 ,由 齐 次 性 ,存在 wm > 0, 使 得 
p(B)vl > oll"lvl, E€R", veC.. 
对 于 任何 MM > 0, 我 们 有 
Puli > C0’) (1 + 181D*l Pa(g) pat 
> C'| ,C+ EI):) P(E) ba. 


然而 
Pu(E) = pCE)ACE) + 9(E)ACE), 
其 中 g 是 一 个 次 数 和 mm 一 1 的 多 项 式 。 因为 对 于 任何 蝴 个 复数 
dy 上 »， 我 们 有 
le + oh > 二 (ej: — Ls’, 
因而 推 得 ， 丰 在 一 个 常数 4 > 0, 使 得 
[PuCE)| > [PCE — ACL + {EACE) 

> pL" — A + (EL) IA 

> pi(1 十 IST”18CE) 若 15 人 M， 
其 中 内 和 ps > 0 是 适当 选取 的 常数 。 这 样 选 取 了 对 后 ,我 们 有 


207 


bal¥ 2 C'p, ll + |E|)™+t|ACE) AE, 

因而 从 命题 3.4.7 和 3.5.6 即 得 (3.6.9)。 
3.6.10 的 证 明 把 P 写 为 PP 一 PP 十 P 这 样 的 形式 ,其 中 忆 有 

常 系数 。P 的 所 有 系数 在 处 等 于 0(P 和 P ”的 阶 为 m)。 我 们 
只 需 证 明 ,， 若 s > 0 给 定 了 , 则 存在 x。 的 一 个 邻 域 口 , 使 得 对 于 
ut€ Co(U, 了 )， 有 
| 已 xx < sulm+te 
考虑 . 

DCBD'I), lel Sm, |8| SE, bE C*(O), 

FE CG), blxo) = 0, 

我 们 有 ? 


BiB 如 ( ; DrpD™+e-rf. 


通过 分 部 积分 ,我们 立即 得 到 ? - 
1D72D 7 < const 1 


lo! 3) 1D) Las 
lm 二 大 


其 中 
Wola = 3 sop 1p20O. 


|X1 呈 2 下 
因为 5Cxo) 一 0, 所 以 阁 口 充分 小 , 则 对 于 je C38(U), le| 入 ， 
181 委 A, 有 
| DAC6D 有 | < elflsr, 
因而 , 若 吕 是 wo 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 则 对 于 we€ CC +), 我 们 
有 


IP'x | < 5|u|wrr. 


吕 原文 误 为 DAC6DY) 一 如 《4) Pr4Dr 9。 一 译 省 注 
T 


2) 原文 将 不 等 式 左 端 误 为 |D7%D“ 上 一 一 译 者 注 
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3.6.11 的 证 明 我们 首先 注意 ,对 于 所 有 un€ C5(C9'，r)， 有 
[awk SC'{ Pri + lalo}. 
事实 上 , 令 {U0,, .…,U} 是 9 的 一 个 覆盖 ,使 得 对 于 所 有 w€ C3 
CU,,+), 有 
i# [mt < ClPali, 
令 i 
ME CHU), On 1, 


并 且 对 于 9 的 一 个 邻 域 中 所 有 的 +, 有 


Zi(x) = 1, 
我 们 有 
| | nr 2 < const 。 A 
i 
1Pe 扩 一 >) IPCOwa) ll < const * [ul2rr-. 
?了 
因为 


{nlm tk < const » [POne) |， 
因而 这 就 给 出 了 不 等 式 
[ulBrr const * {|Pali+ [ai 
因而 从 命题 3.5.16 即 得 到 我 们 上 面 的 论断 . 
现 令 
PECI(Q), OpE1, 

并 且 对 于 9' 的 一 个 邻 域 忠 的 所 月 *, 有 

9p(x) = 1， 
并 令 wE CC8,7). 令 一 姑 十 帮 。 对 于 | 委 近 ,我们 有 


Dp™u) 过 > 后 Drop™ Dew 
Baa 


= p"Diut BD) cp MD su, cn CHO). 
月 去 av 月 尖 有 


将 等 式 两 端 平 方 ,利用 Schwarz 不 等 式 , 再 对 所 有 满足 |x| 私 对 一 
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mm 十 的 & 求 和 ,我 们 就 得 到 


i ts > | pm 人 De :< const 
| "37t 十 点 


2 to"Deuli. 


18| 必 rr 十 点 
然而 ,从 上 面 我们 已 经 证 明了 的 结果 得 到 ， 
[ttwld < const 【PC ke) 
十 [gqg™rtwl3}. 


此 外 ,从 命题 3.6.7 得 到 
>) Ioripewli<<s D>) Ip"rtDiuld + CCe)C ul) 
18: 之 m 十 讲 E81 二 tm 十 是 


综合 这 些 不 等 式 , 并 取 # 充分 小 ,我 们 就 得 到 
2 [op™ttD’al3 < const + {lp™ Pei 十 [zl 
因为 当 x*€Q 时 w(x) 一 1, 并 且 supp()C8, 因而 从 上 述 不 等 式 
即 得 (3.6.11)， 
《3.6.11) 的 一 个 直接 推论 是 下 述 定 理 : 
3.6.12 定理” 令 P 是 开 集 0CR"” 上 从 8, 到 3, 的 一 个 椭圆 微分 
算 子 ， 仿 
FO= {ut C*0, 7+)|Pu 一 0)， 
则 , BD 中 一 列 元 素 {wy} 在 C~(Q, 7) 的 拓扑 中 收 化 ， 当 且 仅 当 对 
于 任何 紧 子 集 KKC8, 有 


| lw 一 tp ax 一 0 当 py 一 co 时 . 
更 一 般 地 , 若 {zx,} 是 C*(Q, r) 中 的 一 个 元 素 序 列 ,使 得 {Pus} 在 
C™~(Q, 5s) 中 收 人 第 ,并 且 对 于 任何 楷 集 KKCQ, 有 
| ]2 一 wy | dx _> 0， 
K 

则 {fw} 在 C”(8, 7) 中 收 做 . 

本 节 中 所 给 出 的 证 明基 本 上 部 是 Girding [1953] 和 Friedrichs 
11953] 市 的 证 韦 。 
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33.7. 具有 C” 系数 的 椭圆 算 子 :正则 性 定理 


令 8 是 RR" 中 的 一 个 开 集 ,P 是 9 上 的 一 个 从 9, 到 9, 的 线性 
微分 算 子 . 令 se Ho(98)， 我 们 拒 Px 定义 为 Ci(0,5) 上 的 一 个 
线性 泛 消 , 它 的 定义 是 

(Pn)(v) = Cu, Pv), vE CH(0, s). 

“如 果 对 于 某 个 4, 1 硅 9 志 00, 存在 一 个 g€ L*(0, s)， 使 得 

对 于 所 有 vz&€ C8(8,s), 有 

《Pa ta) 一 《ps v 》， 

则 我 们 把 这 个 线性 泛 函 Pu 等 同 于 g, 并 写 为 Pu 一 g, Pué LQ， 
5). 注意, 当 w€ C~(Q, +) 讨 , 这 与 通常 的 记号 是 一 臻 的。 此 处 ， 
如 采 卫 的 阶 为 wm, 并 有 旦 wn€ Hn《9)， 则 Pu& Ho(Q)。， 如果 & 属于 
LXQ,s) 二 Ho(Q) 的 某 个 子 空间 , 则 我 们 也 将 说 Px 在 这 个 子 空间 
中 。 这 

令 P 是 一 个 从 9, 到 其 自身 的 2m 阶 一 致 强 梢 圆 算 子 ,并 记 为 

6 二 > Ryo0,, 


LE y 


其 中 , 0,, R, 是 从 8， ee I 对 于 ve€ 
Celg, 7), 令 | 


a 0, RD 


显然 ， 这 个 定义 可 以 开拓 到 所 有 的 元 素 ws。 ve BH,(Q). 令 是 一 
个 异 于 9 的 实数 。 令 2'G9, 并 令 z 二 (x4,，*…, x,)《 0 ， 我 们 
记 

+ 十 六 一 (x, 十 有 ,Xo +, x) 
并 且 假 设 , 对 于 x€ 8', 我 们 有 x 十 hE 0Q， 若 gE HQ), 则 我 们 
令 

8 xz) + hglr + h) — gr)). 
这 些 记 号 适用 于 命题 3.7.1-3.7.4. 


* IY » 


3.7.1 命题 若 %€ C8(Q,1)， 则 存在 一 个 常数 C >> 0, 使 得 对 
于 所 有 f& Ho(Q), 我 们 有 
[Onf2’ — nF) lo CH. 
并 且 , 存 在 一 个 C > 0, 使 得 对 于 任何 xe Bs(Q) 和 充分 小 的 加 
我 们 有 上 < 委 人 
证 明 我 们 有 
nfs Cx) — ofr I) = efx + 从， 

因而 得 到 第 一 个 不 等 式 。 至 于 第 二 个 不 等 式 , 若 sk C8(Q,+), 则 
我 们 有 


1 
ws) = | BE Ca + hd 


因而 当 w€ Co(8,+) 时 ,由 此 我 们 就 得 到 第 二 个 不 等 式 ， 而 一 般 情 
形 中 的 不 等 式 由 C5(0, r) 的 稠 竹 即 得 . 
3.7.2 定理 令 fjé 有 .C0) 有 紧 支 集 包 售 在 .0 中 ， m 之 1， 假 设 存 
在 一 个 C 之 0, 使 得 对 于 所 有 x6E C3(Q, +), 有 
IHCf, ap Chalijisi, . 

则 Fe Pei) 2 

证 明 令 h 去 0 充分 小 ， 我们 将 用 OfClzl。)》 表示 zx 和 4 的 
性 何 复 信 疯 数 G, 它 满足 和 

[1G| < const - |#|;,, : 

其 中 的 常数 可 以 依赖 于 ， a 入 ,我 们 有 


HOf",4) — .08 Ru), 
因为 D” (p) = 中)*, 出 从 命题 3.7.1 即 得 ,作为 的 哨 数 ,|1 0, 
一 (0,1)*i, 是 有 界 的 。 因 而 
H(f*, 4) 一 2 (01)*, Rn》 + O( la)e). 
男 一 方面 ,我 们 有 


《Cj 六 Ra 一 — (0,f, (Ru) ’) 
se -0 Rn *) 十 OC ee》， 
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因而 
HF, 4) = —H(, 人 十 Olul,). 
然而 ,由 假设 ,我 们 有 
(HOw)| Cle sn < Cd。 
《命题 3.7.1)。 因 而 ， 存在 一 个 常数 C, > 0, 使 得 
[EC nw》| 志 Cnl。 对 于 所 有 we C3(9, 7). 
令 {x,} 是 C3(9, +) 的 一 个 元 素 序 列 ， 它 在 Hs(9) 中 政 伍 于 六。 
我 们 有 
[HOF ,FD) = lim |HEF ,#0) | < Cdim fn, lm = Cif lm. 
并 且 , 由 不 等 式 3.6.3, 存在 一 个 C; > 0, 使 得 
[#12 < CA tlPns, #2)| + |u,l3} 
= Ci [HOus, 42)| 十 12 全 
因而 , 令 -so , 我 们 就 得 到 ? 
iP CAI, >| 十 直下 | 从 
cA{lfis 十 | 六 人 个。 光 
因为 m 1, 因而 由 命题 3.7.1, 当 Wn | 是 肯 界 的 ， 因 
而 ; 痊 4 -0 时 ,我 们 有 . 
二 天 < Cif tn 十 Ca ' 
这 将 澶 着 当 b> 时 11 是 有 界 的 这样, {1} 是 Hilbert 空间 
Hn《9) 中 的 一 个 有 界 集 。 办 而 存在 一 个 序列 {4。}, 如 -一 0， 使 得 
f* 在 Ha(9) 中 弱 收 敛 于 某 个 元 索 8 ,gs 对 于 所 有 ay 臣 妃 。(9)， 
有 , ; 
[fx, 2 ]。 一 [g， vl]m 


(参阅 方程 3.4.6)， | 
此 外 ,因为 各 之 1, 出 在 BC) 中 
p=. 
Bx 


由 此 即 得 8f/8x,=g€ Hn(Q)， 用 完全 相同 的 方法 我 们 可 以 得 到 ， 


1) 原文 将 最 后 一 个 1 六 入 误 为 | 珍 i3， 一 一 译 考 注 
Tits 


对 了 于) = 1 jy Bj/ 86xj& 日 ,(0)。 因而 ,由 定理 3.4.12, /是 
m 十 1 次 强 可 微 的 。 因 为 1 有 紧 支 集 ,所 以 jf& Han(9). 
3.7.3 命题 令 ft BC2)， 工 是 总 的 基 个 邻 域 土 的 一 个 从 8 到 
其 自身 的 线性 微分 算 子 . 若 工 的 阶 委 p 之 8 则 对 于 所 有 xc CP 
(QQ, 7)， 我 们 有 
[Cf, Lu?! & const ， | zk 
证 明 ”如果 我 们 写 为 工 一 如 B44,, 其 中 4, 的 阶 < 一， 
3: 的 阶 委 《， 则 我们 有 
本 La? ee > A 
由 此 即 得 我 们 的 结论 ,因为 B,f€ H.C0). 
3.7.4 命题 令 f6 昌 no(2)， 并 且 假 设 对 于 某 个 整数 上 ,0 过 -p< 
力 , 存在 一 个 常数 C > 0, 使 得 | 
js zx < Cialss 一 请 对 于 遍 译 ， CrFC2， re 
则 了 是 到 十 严 次 强 可 微 的 
证 明 科 过 关 于 的 凡生 
1 u)| Clulmr. " 
令 nE CF(9, 1). 若 了 二 DR#o0，, 儿 本 节 并 始 时 所 述 , 则 我 们 有 
Dn, Rn) SLONAnf), Ry = (f, L'u), 
其 中 工 的 阶 二 2 吉 一 (因为 m0,f 一 Qf) 一 of 十 一 个 阶 数 
及 mm 一 1 的 线性 微分 算 竺 》。 此 外 ， 
二 791 Rs) — SOs,R (4)) 一 《f,L”u), 
其 中 L” 的 阶 数 专 2m "一 3， 因 而 
Hlnf, #) — Hf, su — 《1, Lu), 
其 中 工 的 阶 数 委 2m 一 1。 因 为 fe Hw(9);, 因 而 命题 3.7.3 就 歼 涵 
着 


1》 原文 将 二 误 为 工 . 一 一 译 者 注 
2) 原文 将 工 <9,jR (和 > 误 为 工人 9ujR.( 利 )、 一- 译 省 注 
3) 原文 将 L'” 误 为 上 。 一 一 泽 者 注 


"了 之 。 


‘HOnf, #) 一 HOf, 72 < const | xz 
央 为 由 假 没 ，|H《f, ii)7| 鹤 const 13- ， 风 而 芋 式 给 出 
[Tnf yu)| < 委 const，1z|。，， 

从 i 由 命题 3.7.1 得 好 6 Ha(Q)。 由 于 ? i 
f 是 亚 十 工 次 强 可 微 的 . 

一 般 情 形 : 现在 假设 , 当 产 一 岗 一 1 1 过 加 守 mw 了 时 结论 已 
被 证 明 ?， 并 且 

[HOF, 2 SS const | 中 
由 好 纳 假设 , 是 加 十 多 一 上 次 强 可 微 的 ， 如 洒 把 我 们 的 注意 力 
集中 于 一 个 天 集 9'EQ9 上 ， 则 我 们 不 妨 假 设 je Hsinm_i(Q)， 令 
cx 一 《cy 4) 是 一 个 2 数组 , 满 趾 |el 一 1, 则 我 们 立即 得 到 
HOOD’f, zz》 十 再 (1 Du) = (f, Ly), 
其 中 荆 是 一 个 阶 数 科 2m 的 微分 算 子 。 闪 为 1€ Hw,-(); 因而 
仍 由 命题 3.7.3, 从 上 式 就 得 到 

[ED wu) + HOf, Du)| < const * Jul|m_pon. 


(Hf, Du)! const * [Dulm_n, SE const: |almmtis 
因而 就 得 到 
[HCD°f, az Sconst * |# | -maa == const » [ul|n_n. 

上 昌 归 纳 假设 , 这 蕴 袜 苍 D"f 是 mm 十 刀 一 1 次 强 可 微 的 , 则 从 定理 
3.4.12 即 得 我 们 的 命题. 
3.7.5 命题 节 1€ Hn(Q), Pf 是 上 次 强 可 微 的 , * 守 0, 则 ff 是 
2m 十 上 次 强 可 微 的 . 

证 明 ”我们 首先 对 于 == 0 证 明 此 定理 若 Pfe BH,(9)，,， 则 
意味 着 存在 g€ Ho(.0), 使 得 

《1, Prw》 一 《8g, Kw》 对 于 所 有 w& C3(9, 7). 
因为 je H,(Q), 因而 这 北 酒 着 
Hlf, #4) = 《gs 4), . 

因此 | HKf,a2| 委 const | 由 命题 3.7.4, f 是 2m 次 强 可 微 的 。 


1)》 原文 将 1< He 委 ma 识 为 0<po 所 mm. 一 一 译 者 注 
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现在 假设 已 经 证 明了 了 于 是 2m 十 5 一 1 次 强 可 微 的 。 用 8 的 
一 个 相对 紧 开 子 集 代替 0， 我 们 不 妨 很 设 1€ Hm+n-a( 9), 并 不 妨 
假设 存在 一 个 geE H.(Q), 使 得 
的 P*w) = 《8g， «)， u€ CoQ, +). 
当 |c| 所 & 时 ,我 们 考 韦 算 子 
LL = PoD’® — pr"oP, 
其 中 D* 是 由 
(ia 
给 出 的 从 8 到 其 自身 的 通常 的 求 导 算 子 ， 显然 , 工 的 阶 数 委 2 
十 所 一 1]， 因 而 
P(D"f) 一 Deg + Li, . 
其 中 & = PfE HA(Q)。 因 为 由 归纳 假设 Howin-A(9), 因而 上 式 
蕴涵 着 
P(D“f) € HA(Q), 
由 上 面 所 证 明 过 的 特殊 情形 ,D"f 是 2m 次 强 可 微 的 、 而 因为 a， 
lel 和 ww, 是 任意 的 ,因而 就 证 明了 命题 . 
3.7.6 命题 令 和 A 是 RR" 上 从 9, 到 8, 的 Laplace 算 子 ( 例 3.3.15， 
(0c). 若 Je Ho(R")， 并 年 p 之 1 是 一 个 整数 ， 则 存在 一 个 下 
Hao(R"), 使 得 (1 一 A)?F 一 了 ;这 里 I 一 和 是 算 子 
HH A 
而 
(LA A 
其 中 的 积 是 P 次 的 。 
证 明 由 Plancheret 定理 3.2.8 知 je LxR"). 令 
PE) 一 灰 E(1 十 居士 十 吕 )“。 
因为 6 1ACR"), 因此 存在 一 个 了 《工人 及 ")， 满足 六 一 由， 并 且 


{G+ IEPDz18CSDPas < oo。 


因而 ,由 (3.4.9) 得 RE Ho(R")。 我 们 容易 得 到 
(I —A)F=1, 


414*+ 


现在 我 们 考虑 在 一 个 开 集 0CR" 上 的 从 9 到 3: 的 一 个 任意 
时 杭 贺 算 子 P. 
3.7.7 亚 则 性 定理 令 P 是 升 集 QCR” 上 的 一 个 从 98, 到 3, 的 椭 
部 做 分 算 子 ， 和 假设 je IMC9), 并 且 PjE C9,5), 则 jf€ C*(8， 
- | 

证 明 。” 券 虑 算 子 

= { 一 1)"P*oP, sn 一 P 的 阶 数 ， 
则 工 是 一 个 从 9, 到 9, 的 梯 贺 算 子 ,并 和 且 , 若 0'ED, 则 工 在 2 上 
是 一 致 强 稀 贺 的 (推论 3.6.2)}， 此 外 ， 
Li={(—1)"P*g, g = Pi, 

因此 ,者 Pfe C™(Q,s), 则 上 1€ C~(9,r)。， 因 而 ,我 们 不 妨 很 设 P 
是 从 9, 到 9, 的 2m 阶 一 致 强权 贺 算 子 ， 

若 je HQ), 则 我 们 用 

f(x) 若 x€ 0， 


pw) = 2 
定义 fh€ (有 R")。， 由 命题 3.7.5, 存在 一 个 Fo& How( RR*)”, 使 得 
(I — A)”F,= hf. 
令 忆 
P= (—1)"Po(T — AY”, ; 
则 PP 是 一 个 4m 阶 的 一 致 强 榴 圆 算 子 , 紫外 , 若 F190 一 下。 则 我 
们 有 
F € Hm(Q), PBF 一 《一 1)”PfECe(C2， +), 
因而 ， 由 命题 3.7.4, 对 于 任何 & 守 0, fF 是 4m 十 产 次 强 可 微 的 ， 
由 命题 3.5.13, 天 得 FE C~(9,+)， 因 市 
f= (—1)( ~ A)"FE C(O0,+), 
这 里 给 出 的 正则 性 定理 的 证 明基 本 上 是 Nirenberg [1955] 的 
证 明 ， 还 有 其 它 一 些 可 取 的 证 明 . 最 早 的 一 个 证 明 由 LL, shwartz 
1) 原文 将 后 一 和 9; 误 为 人 一- 译 者 注 
2) 原文 将 理 ,wCR") 误 为 日 ;mC(R”"), 一 译 考 注 
3) 原文 将 Poll 一 翁 )* 误 为 Pel 一 a”). 一 一 译 者 注 
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[1950751] 所 提出 ,该 证 明 是 利用 “基本 解 ” 来 处 理 的 。 用 这 个 方 
被 可 以 得 到 一 些 很 强 的 定理 ， 这 些 定 理 可 在 Hirmander [1963] 
中 找到 ， 只 利用 先 验 估 计 《Gairding，Friedrichs 型 的 不 等 式 ) 的 第 
一 个 证 明 属 于 Friedrichs {1953] 《然而 他 只 证 明了 一 个 比较 绕 的 
结果 )， 另 外 一 些 证 明 属 于 John [1955] 和 Lax [1955J。ILax 的 
证 明 短 而 漂亮 ,但 是 用 了 空间 B,C9) 的 对 偶 空 闻 . 另外 一 些 利 用 
所 请 拟 微 分 算 子 的 很 一 般 的 和 漂亮 的 证 明 可 以 在 Schwartz [19637 
64] 中 找到 。 也 可 著 阅 Hirmander [1965] 和 Nirenberg [1970] . 
围绕 着 这 个 定理 及 其 推广 ,例如 ,“ 在 边界 的 正则 性 ”的 问题 ,或 者 
关于 抛物 算 子 和 其 它 算 子 的 相应 的 结果 ， 已 经 有 数量 相当 多 的 文 
献 了 . i | 


§ 3.8. 具有 解析 系数 的 椭圆 算 子 


3.8.1 命题 若 天 是 慌 ” 中 的 一 个 紧 子 集 , 令 
Ks = {x R"|ad(x, K) < 8}. 
则 存在 常数 C。 之 0, 使 得 对 于 任 给 的 紧 集 KCR* 和 任 给 的 53>>0， 
存在 ps & Cs(R"), 满足 
0 qs 委 1， pit = 1 对 于 + € K, supp( qs) CCK;, 
并 且 , 对 于 所 有 (oa et Cn), 有 
[Dgstx) | 委 Cee, 
证 明 令 中 是 一 个 CC” 函数, 满足 
人 rdx = 二 1, 中 之 0 和 supp( PIE{x| xl < 二。 
令 加 是 天 的 特征 函数 ,网 
1 车 EE K;, 
be li 着 x Ko。 
令 
toe) = 07 | ,BC — 7/8) ay, 
则 当 x 上 天 时 kx) 二 1, 并且 supp (yz)c 天 as。 此 外 ， 


6 由 . 


TH 


Deko] = 8 "I | (DIIx—YD Xs (y) dy, 
因而 
Drge CO) < 6- ,D0 ey. 


我 们 只 需 取 ps 一 pan 其 可 。 
3.8.2 注 在 下 文中 ,RR 和 ?是 两 个 实数 ,满足 0<p<<min{1,R}， 
并 且 我 们 令 二 {x|lxl 过 R}， 对 于 fe LK, 7+)?, 令 


Mo(f) 加 | 


令 8>0 和 8@=: {xillxl|< 二 KR 十 56}. 

3.8.3 命题 令 P 是 Q 上 的 一 个 从 9, 到 其 自身 的 m 阶 椭 贺 算 子 

则 存在 一 个 常数 C > 0 ,使 得 对 于 所 有 weE C“(9, +) 和 所 有 正 数 
psP :PP 十 p' < 过 呈 , 我 们 有 2 


PMA ,+ D" a) CC | po"M (Pr ) 于 > ， i 
， 1Alem 


[fCx) "ax。 


对 于 fa| 一 如， 
证 明 令 pe colR"), 使 得 0<<p 所 1， 并 且 当 jixl 过 RK 一 
p 一 由 时 9(z) 一 1, 以 及 | 
supplp)C{zilz| <R— p'}; 
此 外 ,可 以 这 样 选 取 中 ,使 得 
| 到 | < Cap 
其 中 Cs 是 只 依赖 于 & 和 7 的 常数 (命题 3.8.1)， 由 (3.6.11), 存在 
一 个 常数 4 汪 0, 使 得 对 于 lal 所 mm， 有 
ID*Cpa) lo < APCpa) lo + | pulo}, 
今 
Pu(z) = Bax)Dinlx), 


141m 


其 中 诸 ai 在 0 上 是 C” 的 .我 们 有 


12 原文 刘 为 了 E91), 一 一 译 者 注 
2) 原文 将 Pp" Mr Dg) 误 为 Pp" Mto' CD HY. 一 一 译 者 注 
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Plpi)— gbla))= 了 a ( ; ) DpDn, 


这,| 71 在 历 


显然 ,存在 不 依赖 于 P 的 常数 cs， 使 得 
lob) (2 ) Die | < copra 对 于 jell < R. 
因而 


{D(Cqgu) ls < const 。 | MCPu) 干 > p "tHIM oC Din) |， 
| 


二 | 过 夫 

这 就 完成 了 证 明 ， 

3.8.4 定理 令 2 是 尽 " 的 某 个 开 集 马上 的 一 个 从 8 到 其 自身 的 
z 阶 顶 贺 算 子 ,并 假设 P 有 解析 系数 ， 以 及 06E 了 .车 尺 盖 0 和 5 
之 0 充分 小 , 则 存在 一 个 常数 4 之 1, 使 得 对 于 所 有 p，0 < p 到 
min{1, 尺 }, 和 所 有 xzE CD， rr 四 ,并 且 对 于 lol 二 ms， 二 1， 
2，*…*， 我 们 有 


大 
3.8.5 PIH tapAAD'w) A+! > pM(Pu)+ M Go. 
> 一 1 


这 里 ,我 们 已 令 
Pr 一 Po.…oP (> 次 积 ) 
和 
MIO A | [fC | ds. 
证 明 若 


(PA) ~— BD) els) D(x), 


[| 
则 诸 ma 在 互 上 是 实 解析 的 .因而 , 若 R, > 0 充分 小 , 则 a 是 从 
{zeC"llzl < Ri 到 > XxX > 复 和 矩阵 空间 中 的 全 纯 映射 在 |z| 专 
R;: 上 的 限制 ,我 们 仍 用 a 表示 这 个 全 纯 肌 射 , 
令 


1) 原文 将 2EC” (05 误 为 weEC as， 一 一 译 者 注 
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B = > sup, loz)|. 
45 


AE 
由 Gauchy 不 等 式 1.1.4, 我 们 即 得 Se 
3.8.6 > ID'alr)| 和 Balp 7 对 于 lx < Rp. 


[1 lw 
令 0<R R= R— kK, 并 令 


名 
SAH) = Su p) 一 Dp MPW) + M(u), 


则 我 们 有 
3.8.7 pS Pu) < Sirtln). 
我 们 用 关于 名 的 归纳 法 来 证 明 不 等 式 (3.8.5)}， 对 于 二 1, 即 , 对 
于 |el 委 m， 由 (3.6.11) 我 们 有 

Mo Dn) CAM(Pn) 十 M (nu)}, 
因而 (3.8.3) 成 立 ( 对 于 p 所 1), 只 要 4 >> C，,。， 现 在 假设 km 去 
ic| 三 十 1)m, 并 假设 对 于 所 有 8, 18| 过 lal，《3.8.5) 已 被 证 
明 . 令 x 二 wm 二 0', 其 中 lawl = wm， 在 命题 3.8.3 中 令 p' 一 《|a| 
一 1)p, 并 用 m 代替 ww, D"w 代替 #, 则 我 们 得 到 


3.8.8 pM inp Dru) < C {or Mua-welPD”™) 


于 > plot M o_o De+™ ze) }. 


IB8i<m 


此 外 ， 
D” Pu 一 Pr 一 > >, (° ) 了 De“ -raDrty, 
Y 


[1 lm roar 


然而 ,对 于 上 zl 过 R 一 mkp, 我 们 有 
ID” “ralx) | 挝 Ble'C— YI!(mRp) -er (参阅 3.8.6)， 


以 及 z 
«Ve laly 
(> mR) 3 #1 帮 ) en 
i 因为 [le | = lal 一 1p 和) 因而， 对 于 x 志 R CO— mkp, 
户 然 , 亦 对 于 |xl 所 R 一 (lel 一 tp， 我 们 有 
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3.8.8 |D"Pu(x)—PD aul) | SB DS, Do 7|Drri(s)|， 


UES 了 二 芭 / 


队 (3.8.8) 积 (3.8.8') 我 们 得 到 : 
对 于 kw 之 lal < (二 了 Dm, 我 们 有 


pliM Iap(D'u) SC | pIM jaro D" Pu) 


+ DY pIM pro Ds” 1) 


1B|l<m 


下 六 DY or M one Dt)}. 


(2 em ycar 
现在 我 们 可 以 对 上 述 不 等 式 右 端 括号 中 的 三 项 应 用 我 们 的 归纳 假 
设 了 . 
第 一 项 
prdle ltisi(P#) < 4HStN) (参阅 3.8.7)。 
第 二 项 
过 > AlBtu' tg n(n) 


1B | 
而 第 三 项 
< B’ > Am+tirltig rn ), 
Ta’ - 
这 给 出 了 


p “1M ie Dn) << AlrtitisSi n(n) {C4™ 


1 | i 
和 + | 


IB I<m Ya 


《因为 je| 二 如 十 lw'|)。 然 而 
pes > A >y0 当 A 一 00 了 时, 


a 1B 1 让 


因而 我 们 可 以 选取 4 之 C; 充分 大 ,使 得 
CA™TIC SLCB YA, 


Aicm Tear 
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这 就 给 出 了 (3.8.5)。 
3.8.9 定理 (Kotaké-M.S.Narasimhan [1962])。 令 PP 是 开 集 UC 
R” 上 的 一 个 从 9 到 其 自身 的 具有 解析 系数 的 m 阶 椭 网 算 子 ， 
令 wE C~(U, +), 并 假设 对 于 每 个 U'EU, 存在 一 个 M > 0, 使 
: 

[Piu lB < MtN(Rm)1, R= 1,2,.*°, 
则 在 局 中 是 解析 的 *. a 

证 明 ”我们 不 妨 假 设 0€ 局， 并 且 只 需 证 明 * 在 0 的 一 个 邻 

域 中 是 解析 的 。 选取 尺 ,，5， 使 得 (3.8.5) 成 立 , 则 我 们 有 

M(P'u) SM (vm)!l. v=o 1 2 
因而 对 于 任何 p 之 0, 有 

Selu) < > MriHipe untym)! + M. 

.~ " ， 


如 盯 我 们 取 p 一 ck c 充分 小 , 则 对 于 v5 志 万 我 们 有 
(vm) Ip” < (Km)”, 

因 向 存在 一 个 常数 B, > 0, 使 得 

Sn) 二 Bti 对 于 《之 
因而 ,由 (3.8.5), 我 们 即 有 

MAD'u) < B+tht 对 于 lol < 大 
若 芭 是 球 {zlilz 上 < 六 一 < 的 一 全 紧 子 集 , 则 从 命题 3.5.15 我 们 
推 得 ~ . a 

sup Dw(x)| 和 Bt 十 5” 对 于 |e| 所 锡 , 
由 Stirling 公式 ,这 到 酒 着 
sup |D"w(x)| Bilt. 对 于 |a| 志 ， 

因而 ,由 (1.1.15,16) 知 # 是 解析 的 。 
3.8.10 定理 令 了 是 一 个 从 9, 到 33, 的 rw 阶 线性 微分 算 子 , 它 的 


1) 原文 将 口误 为 0, 一 详 者 攻 
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D= séC"lls| < #1li™m1,-..., +»} 
上 是 全 纯 的 . 令 是 一 个 有 界 全 纯 映射 : DP 一 C", 则 存在 一 个 常 
数 4 > 0( 依 赖 于 w), 使 得 
pw Cz) | < 对 于 z€D， 
我 们 首先 证 明 下 述 命题 : 
3.8.11 命题 若 5 在 {wkCilw| < R} 中 是 全 纯 的 ,并 且 
[Cw)! < (CR 一 oo < RR, 
则 
i Cf < 3 + IMCGR (wl) i?, |wl < RR, 
其 中 如 (ww) 是 的 导数 . . 
证 明令 mw| 二 R 和 0 之 g 之 R 一 |mwn|， 岂 Cauchy 不 等 式 得 
| 有 (wo Se se sup ， 上) Me AR 一 ao 一 8) 


若 我 们 地 
ge 一 RC— | wol EF 


下 十 | 
则 我 们 有 


ICuo < Mn + DR — lool) (二 二 


因为 (1 十 1/p)* < e < 3, 因而 就 得 到 所 需要 的 不 等 式 ， 
定理 (3.8.10) 的 证 明 ”由 归 纳 法 ,我 们 假设 


iP” uC) | < 和 0 SS ， 36D， 


其 中 
> |aatx) | 二 A， 


|g ,有 性 
以 及 
(Pu)(z) — us(e)Deu(a)， 


la ln 


则 由 命题 3.8.11, 我 们 即 有 
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3C3A) (mv)! 


Dp”!i ~ 二 -一 一 一 一 “一 -一 一 一 一 一 一 
TEST 


并 且 因 为 
5 le 4, 
因此 得 到 我 们 的 结论 . 


3.8.12 Petrovsky 定理 若 P 是 0G 上 从 9 到 3 的 一 个 具有 解析 
系数 的 吉 阶 椭圆 算 子 ,有 目 若 xE Cm”(Q, r+》 使 得 Pu 是 解析 的 ， 则 * 
是 解析 的 . 

证 明 ”如 果 必 要 的 话 我 们 用 P*oP 代替 P, 赠 我 们 不 妨 假 设 P 
是 一 个 从 3, 到 其 自身 的 椭圆 算 子 .。 令 1 二 Pa 是 解析 的 。 从 定理 
3.8.10 容易 得 到 ,存在 一 个 常数 MM > 0, 使 得 

PC < Mr (vm)! rE OEQ, 
此 时 从 定理 3.8.9 即 得 到 我 们 的 定理 的 证 明 . 
3.8.13 注 我 们 来 简略 地 说 明 , 在 对 于 定理 3.8.12 所 需要 的 那个 
特殊 情形 中 ， 我 们 如 何 简化 定理 3.8.9 的 证 明 . 我 们 再 一 次 应 用 
《3.8.8) 和 (3.8.8 )， 然 后 上 衣 将 Cauchy 不 等 式 应 用 于 f= Pu 在 复 域 
中 的 全 纯 开拓 , 则 我 们 得 到 
ID’Pa| < const : oe! (mkp) 

对 于 lz 所 Rmhp， 

这 就 给 出 了 
pl IM uot-vo CD” Po ) 委 const， 对 于 PP 之 0 和 所 有 @&. 
这 寻 致 下 述 估计 
pM a Du) AVN!, 4 一 4 

至 此 ,与 以 前 一 样 就 能 完成 证 明 . 

本 节 主 要 的 定理 3.8.12 是 Petroysky 【1939] 的 结果 的 一 个 
特殊 情形 , 其 中 他 还 考虑 非 线 性 微分 方程 组 。 不 过 他 的 证 明 是 很 
难 的 . 这 里 给 出 的 证 明 的 主要 思想 包含 在 Morrey-Nirenberg [1957] 
的 论文 中 。 而 叙述 方法 基于 Hérmander {1963]. 
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$3.9. 有 限 性 定 悍 


令 VV 是 一 个 有 向 C” 流 形 , 并 令 上 ,5 是 上 两 个 CC” 向 量 从 . 
令 8 一 《E,P,V),41 一 《F,49，V), 令 P 是 一 个 愉 5 到 1 的 mw 阶 
线性 微分 算 子 ， 

我 们 将 考虑 E99" :的 截面 ， 这 些 截面 不 一 定 是 连续 的 . 去 
的 一 个 截面 是 一 个 映射 +:V~>E ,满足 pos 一 idv. 我 们 说 一 个 截面 
s 是 可 测 的 ,如 果 每 个 点 。€E V 有 一 个 邻 域 U 和 一 个 同 构 fz:&1U> 
U x C", 使 得 平凡 从 UV x C 的 截面 zos, 视 作为 > 个 函数 构成 
的 一 个 组 ,是 可 测 的 ， 我 们 说 * 局 部 地 在 鼠 。 中, 如 果 可 把 上 面 所 
说 的 上 取得 与 RR" 的 一 开 集 0 微分 同 肚 , 并 且 ros, 视 作 为 8 上 >” 
个 函数 的 一 个 组 ,在 五 (9) 中 。 我 们 还 将 用 局 部 可 积 截面 和 其 它 
一 些 类 似 的 术语 ， 

若 P 是 一 个 从 5 到 7 的 微分 算 子 ，s 是 5 的 一 个 局 部 可 积 夫 
面 , 则 我 们 把 Ps 定义 为 C8(V, 7) 上 的 一 个 线性 泛 函 1， 它 如 下 
定义 : * 

1(1°) 一 《5 P's’ Ye', | 
其 中 巴 是 P 的 转 置 算 子 。 我 们 说 P; 是 局 部 可 积 的 (C"。…)， 若 
存在 7 的 一 个 局 部 可 积 的 《C”， …) 截面 1， 使 得 
411) = Cs, Pt Ye — (ts 下 对 于 所 有 :ECICV, 1). 
如 果 此 元 素 * 存在 , 则 它 基 唯一 确定 的 (可 以 相差 一 个 零 测 集 上 的 
值 ), 并 且 我 们 将 把 Ps 等 间 于 + 

作为 定理 3.7.7 和 3.8.12 的 直接 推论 ,我 们 得 到 下 面 两 个 定 
理 . 

3.9.1 ”正则 性 定理 令 $, ”是 有 向 C” 流 形 六 上 的 两 个 C” 从， 


*) 注意 ,若是 点 的 一 个 局 部 平方 可 积 截 面 sY 是 二 的 一 个 局 部 平方 可 积 截 看 ， 
并 且 如 果 它 们 中 之 一 在 刻 的 一 个 紧 子 秋之 外 为 0; 则 如 在 53.3 中 一 样 ， 我 们 可 
以 定义 

Xr > 8 一 kb BC 1)., 
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中 证 一 个 从 到 ?的 燃 圆 算 子 , 若是 二 的 一 个 局 部 平方 可 积 截 
面 ,使 得 Ps 是 7 的 一 个 C” 截 面 , 财 s( 几 乎 处 处 ) 等 于 5 的 一 个 C” 
截面 . 
3.9.2 解析 性 定理 令 V 是 一 个 实 解 析 流 形 ,，7 是 VV 上 的 解析 
向 量 从 ， 令 了 是 一 个 从 到 7 的 具有 解析 系数 的 椭 贺 算 子 , 则 , 若 
s 是 5 的 一 个 局 部 平方 可 积 截 面 ， 使 得 Ps 是 3 的 一 个 解析 截面 
那么 ; 《几乎 处 处 ) 等 于 § 的 一 个 解析 截面 . 
若 : 是 从 5 的 一 个 截面 , 则 我 们 令 suppls)== 集 合 {x€E Vs(x) 
关 0} 在 人 中 的 闭 包 ， 其 中 0, 表示 向 量 空 间 EB. 中 的 零 元 素 . 
令 下 是 TV 的 一 个 紧 子 集 . 我 们 令 H。( 六 ,5) 为 点 的 具有 下 面 
两 个 性 质 的 截面 :的 集合 : :局 部 地 在 瑟 。 中 ,并 且 supp(s)CK. 
< Ui, ?人 Us; 是 有 限 个 坐标 邻 堪 ， 使 得 | Di = 人 1, …>) 是 
平凡 的 ,并 令 KCUDi. 令 UjEU), 并 令 KCUU, 令 证 法 | 一 
Uj;XC' 是 C* 同 构 , 并 令 pj;€ C3(U;), 对 于 KK 的 某 个 邻 域 中 的 x， 
有 pi(x) 二 1。 着 sE Hn,), 则 我 们 可 以 把 zj(qjs) 看 作为 
U; 上 + 个 函数 的 一 个 组 我 们 假设 ,Ui 同 构 于 R* 中 的 一 个 开 集 
90; 若 册 :Uj; 一 0; 是 一 个 同 构 , 则 令 由 (Ti 一 0;。 此 时 ,可 以 把 
rpw) 看 作为 0; 上 7 个 函数 的 一 个 组 5 一 zi) 是 '， 并 且 我 
们 有 
si€ Hn,(Q)). 

我 们 令 {Ui, 和 Gals 并 令 

PER > [sl2. 
关于 这 个 范 数 , 昌 .( 玉 ,5) 是 一 个 Hilbert 空间 。 令 

XE = BHn(0)). 
由 

4(s) = Bs 

所 给 出 的 映射 

nHn(K, 5) = 
是 从 HaCK,8) 到 多 的 一 个 闭 子 空间 上 的 一 个 等 距 映 射 ， 
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此 外 ,我 们 有 
ris IUDP = 1€ Hn(Q;). 
如 果 我 们 令 
ll = > [el 


则 五。(K,$) 关于 范 数 |。 仍 为 一 个 Hilbert 空间 . 容易 看 到 ， 
lz 和 忆 |。s 在 日,C(K,5) 上 是 等 价 的 ,并 且 , 具有 上 面 所 列 那 
些 性 质 的 不 同 的 覆盖 工 和 不 同 的 单位 分 解 {gj} 产生 等 价 的 范 数 
i 

和 命题 3.4.3 中 一 样 , 我 们 定义 一 个 内 射 映射 

in: Ha(K, 8) > Hea(K, 8), m1. 
此 外 ,从 引 理 3.5.4 得 到 : 
3.9.3 Rellich 引 理 ”内 射 映射 
in:Ha(K, £) -> Hn(K,$) 
是 全 连续 的 ， 
3.9.4 命题 对 于 及 (K,) 上 的 任何 连续 线性 评 函 存在 唯一 
的 一 个 se Ho(K, 8'), 使 得 
ED) = 《*,s)t， 对 于 所 有 se HK, &). 

证 明 “显然 ,如果 :存在 , 则 它 是 唯一 的， 因而 只 需 证 明 下 述 
事实 : 

令 U 是 一 个 坐标 邻 域 , 使 得 $| 忆 是 平凡 的 ， 并 令 工 是 已 的 一 
个 紧 子 集 , 则 存在 一 个 4 本 ( 工 , 5") 使 得 

1(s) 一 (rs 对 于 所 有 se HCL,8)， 
令 
hElU—>UXx Cr 
是 一 个 同 移 ,并 令 
relIU—>UXx CC 
是 对 侦 从 的 相应 的 同 构 。 令 由 :U 一 8 是 从 UU 到 一 个 开 集 0CR* 
上 的 一 个 同 构 ,并 令 
529 ys) 一 hs) op sE HL,$), 
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则 sy€ AQ), 并 且 在 $C) 之 外 为 M1 三 1，*……,+)， 由 Riesz 
的 一 个 熟知 的 定理 知 , 存 在 并 2) ts -在 gL) 
之 外 为 0, 使 得 


(0) = | BD) sda A Adrn, sé HAL, §). 
j=1 


若 我 们 令 
4 一 CA*) (to, "+**， 1p) pdx i Ndxs), 
则 我 们 有 s**€ Ho( 工 ,8°), 并 卫 
1(s) 二 《sss 对 于 所 有 s€ EL，5). 
3.9.5 注 若 P 是 一 个 从 5 到 7 的 m 阶 线性 微分 算 子 , 则 P 定义 
了 一 个 连续 线性 映射 
: Pr: Hn(K, 8)—> Ho K, 1); 
这 里 KK 是 7 的 一 个 紧 子 集 ， 
3.9.6 命题 着 P 是 一 个 从 5 到 ”的 糖 圆 微分 算 子 , 令 
P={sé CV,8)|Ps = 0}. 
则 的 一 个 元 素 序列 {5,}, 与 所 有 偏 导数 一 起 ,在 VV 的 任何 紧 子 案 
上 一 臻 收 钱 (参阅 3.3.10 下 面 的 注 记 )， 当 且 仅 当 对 于 任何 紧 集 
KCV, tr 在 Ho《KK，5) 中 收敛 : 即 ,出 
sv(tx) 若 x&€ KK， 
s(x) 一 b 若 x¢k 
所 定义 的 序列 (5) 在 HoCK ,8) 中 收 化. 
证 明 从 定理 3.6.12 即 得 . 
3.9.7 命题 令 刀 2 ， 是 两 个 Hilbert 空间 ， 1A;:，A， 是 两 个 
《a) 4 是 内 射 的 ;并 且 4( 寻 由 在 妮 : 中 是 闭 的 ; 
(b》4; 是 全 连续 的 。 
则 As 于 如 的 核 ker(d4di 士 4;) 是 有 限 维 的 ， 并且 {Ast A) 
〈 纸 小 在 此 :中 是 闭 的 . 
证 明 ”下 闭 图 定理， 
AT = B:A(H I) > 
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是 连续 的 .假设 ker (4 十 42) 是 无 限 维 的 , 则 存在 一 个 无 根 的 规 
格 化 正 交 序列 {x,}， ze 多 ， 使 得 
Ai(x,) A 
因为 |* 由 = 1, 并 且 4: 是 全 连续 的 , 则 通过 取 一 个 子 序 列 ， 我 们 
不 妨 假设 4:(x,) 收 伍 于 基 个 元 素 加 . 因而 
4i(zo) 一 一 yo 
以 致 2 
ry = B(A(xs))}->—B(y) 当 v 一 wo 时 ， 
这 与 {x,} 是 规格 化 正 交 的 这 一 假设 矛盾 。 因 而 ker (4 十 4?) 是 
育 限 维 的 ， 
令 六 一 ker( A 十 4;)，、M 是 N 在 多 ， 中 的 正 交 补 . 令 了 是 
4 十 4 在 对 上 的 限制 。， 则 袜 是 连续 的 并 为 内 射 的 ,并 且 ， 
T(M) 二 (41 十 42)( 如 1)， 为 了 证 明 这 个 空间 是 闭 的 ,只 需 证 明 
TITCM) 是 连续 的 ， 令 : 
y,€E T(M), J 0, 
令 
xr,€E Ms, T(x) = 9,. 
若 {x,} 不 趋 于 零 ， 则 我 们 可 以 假设 zx, 之 p>>0. 若 加 一 zf 
lx, 则 我 们 有 
(7Tz) = Alx,) + Axx,) 一 0。 
以 致 再 -- 次 由 4; 的 全 连续 性 ,我 们 可 以 假设 42(x,) 收敛 ,所 以 也 
可 以 假设 4.(x,) 收 敏 ， 因 而 , 由 十 B 是 连续 的 , 故 x, 一 BAi(*x,) 
政 伍 于 某 个 x6。 显 然 , zi 一 1， 另 一 方面 ， 
T(x0) 一 imT(zo) 一 0， 
以 致 ze N。 由 于 wwe M ,我 们 即 有 xo€ M。 这 列 涵 善 zm 一 0: 得 
到 一 个 矛盾 , 
3.9.8” 有 限 性 定理 ” 令 了 是 一 个 有 向 C” 流 形 , ,7 是 V 上 区 C” 
商量 从 。 令 了 是 一 个 从 二 到 ?的 w( 实 1) 阶 的 袜 图 算 子 , 天 是 了 
的 一 个 硅 于 集 . 则 映射 Re 
Pr: Hn(K, £) — Huk, 3) 
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的 核 是 有 限 维 的 ,并 上 且 , Px 的 像 是 闭 的 ， 
证 明 令 
im:Tn(K, EE) ~ Hn-(K, £) 
是 下 然 的 内 射 映 射 。 令 
,= Hn(K, 8), ;= HlK, DH (Kk, §), 
令 4 和 :如 一 如 ,定义 如 下 : 
Ai(s) = Pr 四; As) = OB — in(s). . 
显然 ，4， 是 一 个 内 射 映 射 ，4 是 全 连续 的 ( 引 理 3.9.3)。 此 外 ， 
若 U 是 VF 上 的 -- 个 坐标 邻 域 ，pE C3(U)， 则 从 (3.6.11) 我 们 得 
到 ,关于 KK 的 任 一 国定 的 覆盖 4, 有 
19z| wa SE const * {PCps) lo + | qslo,.n} 
< const * | pPs lo,n + ls|w_,x}。 
这 给 出 了 
| SE const + {{Pslon 十 |s| -1n}. 
由 此 即 得 
Const * [ACs Dy, > sll >,， s€ Ms 
因而 4( 嫉 是 闭 的 。 由 命题 3.9.7， 
ker (A, + A;) 一 ker Pr 
是 有 限 维 的 ;并且 《和 4 十 42)( 絮 1) 一 Pr(Hm(K，5)) 儿 40} 是 闭 
的 、 命 题 得 证 ， 
3.9.9 命题 令 V 是 一 个 有 向 C” 流 形 ,5,7 是 VV 上 的 向 量 从 ,P 
是 一 个 人 队 5 到 7 的 mw 阶 椭 贺 算 子 。 令 KK 是 五 的 一 个 紧 子 集 。 如 采 
te HoCK, 3)， 使 得 对 于 在 天 上 适合 Pr 一 0 的 所 有 ”6 Ho(K， 
ys 有 《fo 加 一 0, 则 存在 mk Hn(K, $s), 满足 Pn 一 如。 
证 明 令 
N 一 {1€ Ho K, n) lee, z 2 一 0 对 于 在 尽 上 适合 
Pr 二 0 的 所 有 **E HK,%)}. 
R 上 的 方程 PY 一 0 意味 着 对 于 所 有 s€ C8(KK,), 有 《Pit》 一 
0. 令 [是 HH(K,%) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 它 在 Pk(Hmn(K, 8)) 
上 等 于 0。 由 于 Pr(Hm(K,$)) 是 闭 的， 所 以 我 们 必须 证 明 1(#) 
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一 0， 我 们 知道 (命题 3.9.4), 存在 i & Ho(K, 1) 对 于 所 有 5 丙 
《天 ， 7), 有 
1) = (tos 多 
由 于 1 在 PkCHm(K,)) 上 等 于 0, 因此 对 于 所 有 se Ci 天 ,5)， 
有 
HPs) = (#0, pr 一 0， 
因而 在 大 上 Pi 一 0， 由 NN 的 定义 得 
(10 15 二 40) = 二 0 对 于 xcNV， 
这 就 证 明了 命题 . 
3.9.10 命题 ”如果 除了 命题 3.9.9 的 条 件 之 外 ,VV 还 是 紧 的 ,并 且 
KK 一 了 。 则 我 们 有 
Py(Ha(V ,£8)) = {i€ HAV, n)1(t, #9 一 0 
对 于 适合 Prx' 二 0 的 所 有 rE HoCV ,9 )}*. 
证 明 如 果 我 们 用 NN 表示 上 面 的 等 式 右 端的 空间 ， 则 命题 
3.9.9 蕴 福 着 
Pr(Hn(V, #))ON. 
另 一 方面 ,只 要 Pr = 0, 就 有 《Ps,#),' 二 0, 因而 NDPy(Ho(Y， 
$)). 
3.9.I1 命题 令 V 是 一 个 有 向 C” 紧 流 形 ,$, 3 是 V 上 两 个 0” 
向 量 从 、 并 且 rank ($) 一 rank (wy)。 令 P 是 一 个 从 到 7 的 楷 加 
算 子 , 则 C~(V ,nn)/PCC™~(V ,5)) 是 有 限 维 的 . 
证 明 考虑 算 子 

Py:Hn(V, £) 一 HolV , 7); 

令 邓 是 它 的 像 。 由 命题 3.9.10， 
M = {1€ HAV, nn)|(t' st), =— 0 
对 于 适合 Pr 一 0 的 所 有 EHo(V ,#1')}。 

因而 ,如 果 

Py:Ha(V ,9)— HV ,8°) 


1》 原文 将 用 MKF 7》 仍 写 为 Ho(KK, 鸭 ). 一 一 译 者 注 


#0 


是 相应 于 从 wf 到 #" 的 形式 转 置 算 子 P' 的 算 子 , 则 
cokerne! (Py) > kernel(Py)Y. 
由 于 rank(#) = rank(%), P 是 三 圆 的 《 注 3.3.22), 因而 由 命题 
3.9.8 知 ,cokernel (Py) 是 有 限 维 的 ， 
此 外 ,由 定理 3.9.1 得 
MNC*(V, 7) = P(Hn(V, 8S)NC*V, n) 
= PC™(V, €)). 
由 于 MM 在 Ho(V, 1) 中 具有 有 限 余 维 数 、 因 人 而 得 到 PCC%(T’,#)) 
在 C"(7:?) 中 具有 有 限 余 维 数 ， 

本 节 的 结果 可 以 推广 到 不 可 定向 流 形 。 我 们 只 需 用 所 谓 的 
“体积 从 ”代替 $3.3 中 只 站 的 定义 中 的 8”"， 体 积 从 是 用 1 8] 代 
符 转 移 国 数 gi,, 由 2? 而 得 到 的 丛 ， 

并 且 ， 通 过 把 正则 性 定理 和 关于 Fréchet 空间 的 闭 图 定理 组 
合 起 来 , 可 以 简洁 地 证 明 命 题 39.6。 这 种 做 法 有 下 述 好 处 : 它 可 
以 适用 于 所 有 这 样 的 线性 微分 算 子 ,对 于 这 些 算 子 ,正则 竹 定 理 成 
立 , 但 Friedrichs 型 的 不 等 式 不 成 立 . 


§ 3.10， 允 近 定 理 及 其 对 于 开 Riemann 
曲面 的 应 用 


在 整个 这 一 节 中 ,我 们 将 假设 广 是 连 遵 的 ， 
3.10.1 记号 令 了 是 一 个 具有 可 数 基 的 5” 流 形 , 并 令 5 是 TV 的 
一 个 子 集 ， 我 们 用 As) 表示 8 与 V 一 8 的 庄 相对 紧 连 通 分 支 的 
我 们 将 需要 集合 《5) 的 某 些 性 质 . 
3.10.2 命题 若 5.C5;, 则 
PACN SP .COL 
并 且 ， 


1) cokernel (Py) 是 Py 的 上 核 . .一 译 者 注 
» 31» 


(FS = (CS)， 

证 明 若 C 是 了 一 呈 的 一 个 相对 紧 连 通 分 文 , 则 C 一 5; 是 
F -~- S$; 的 连通 分 支 的 一 个 并 集 。 为 了 证 明 这 个 事实 , 我 们 只 需 注 
意 到 ,， 若 C" 是 了 一 3 的 一 个 连通 分 支 ， 它 不 包含 在 C 中， 并 且 
CCc' 关 好 : 则 CUC' 是 F 一 Si 的 一 个 连通 子 集 , 它 真 包含 C ,9 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 C 是 一 个 连通 分 支 。 因 而 C 一 3 是 了 一 3 
的 连通 分 支 的 一 个 并 集 ; 因 为 C 是 相对 紧 的 ,这 意味 着 CCA(5;). 
3.10.3 命题 若 8 是 闭 的 , 则 (5) 是 闭 的 。 若 天 是 紧 的 , 则 
ZK) 是 紧 的 . 

证 明 若 S 是 闭 的 , 则 一 8 的 任何 分 支 是 开 的 。 由 于 了 一 
和 (8S) 是 一 S 的 非 相 对 紧 分 支 的 并 集 。 因 而 下 一 4S) 也 是 开 
的 . 

令 品 是 包含 KK 的 一 个 祖 对 紧 开 集 。 令 0, - ,Vs 是 覆盖 9U 
的 连通 开 集 , Uj; 阁 K== 儿 .显然 ,VV 一 K 的 任何 一 个 不 包含 在 UV 中 
的 连通 分 支 必定 至 少 包 含 诸 U, 之 一 。 因 而 ,只 存在 有 限 多 个 了 一 
K 的 不 包含 在 UV 中 的 相对 紧 分 支 , 由 此 即 得 7(K) 是 相对 紧 的 ， 

为 了 得 到 (5) 的 下 一 个 性 质 ,我 们 需要 : 
3.10.4 ”命题 ” 令 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 空间 ， 并 令 K。 
是 XxX 的 一 个 紧 连 通 分 支 , 则 和 有 一 个 基本 邻 域 组 , 这 些 邻 域 在 X 
中 既 开 又 财 ， 

证 明 ”如果 必要 的 话 我 们 用 KK 的 一 个 紧邻 域 代替 天， 则 我 
们 不 妨 假 设 X 是 紧 的 ， 

令 F 是 Ko 的 一 个 邻 域 族 {N}, 这 里 和 N 是 任何 既 开 义 闲 的 集 
合 .( 因 为 XE€ 多， 所 以 多 天 2). 令 

k= fa. 


Ney 
显然 , KK 是 闭 的 , 因而 是 紧 的 ， 此 外 ,在 有 限 交 运算 下 多 是 封闭 
的 因而 有 一 个 基本 邻 域 组 , 这 些 邻 域 都 是 .多 的 元 素 ， 大 此 


1) 所 谓 集合 导 真 包含 集合 C， 意 昧 着 BDC， 但 是 B 守 CC， 一- 译 老 往 
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我 们 只 需 证 明天 =. K, 即 可 ,因为 KuCK, 以 及 Ks 是 一 个 连通 分 
文 ; 因 此 只 需 证 明天 是 连通 的 。 
假设 天 不 是 连通 的 , 则 
K= AoUd,, ; 
其 中 如 A 是 KK 的 闭 子 集 (因而 是 紧 的 ), A 站 A 二 BA 和 A 
都 不 是 空 集 。 因 为 4o, A 是 两 个 不 相交 的 紧 集 , 因而 我 们 可 以 找 
到 开 集 zs DT 满足 Ci on 太一 册 。 令 了 = 一 BoUU， 因 
为 


由 (NN(X ~ VU))= $, 


以 及 多 在 有 限 交 运算 下 是 封闭 的 ,并 因为 稀 一 UR 因而 即 
得 ,存在 一 个 NE 多 ,使 得 
NN(X —U)= 8, 
即 , NCU、 显然 , Ko 或 者 包含 在 Vo 中 ， ee U, 中 ， 璧 如 
说 琴 CCUo， 但 此 时 
NN Uo 一 NN (Xa 
是 购 开 叉 闭 的 , 因 布 
KCNMNVUoCH, 
这 是 一 个 到 盾 ,因为 
KN UI: 过 半 。 
这 就 还 明了 命题 ， 
3.10.5 命题 若 S 是 VV 的 一 个 并 闻 媒 , 则 ' 六 @@) 起 是 开 的 。 
证 明 令 天 是 了 一 3 的 一 个 相对 紧 yee 人 ij K, 是 紧 的 。 令 
N 是 K, 的 一 个 邻 域 , 它 在 V 一 5 中 是 紧 移 和 开 的 . 则 VV 一 S 一 N 
在 V 一 $ 中 是 闭 的 ， 因 而 在 VV 中 是 闭 的 ,以致 5$ UN 在 VV 中 是 开 
的 。 显然 , CE(S), 由 此 即 得 (5) 是 开 的 . 
3.10.6 命题 令 天 是 一 个 紧 梨 ,并 令 天 二 了 (K), 则 KO 有 一 个 基 
本 开 ( 或 紧 ) 邻 域 组 {5}, 其 中 5 适合 $= 二 (5). 
证 明 ”我 们 不 妨 假 设 V 是 连 递 的 。 容易 证 明 , 及 有 一 个 基本 
开 邻 域 组 4V}， 这 里 ，V 一 UU 只 有 有 限 多 个 连通 分 文 。 令 二 
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A(U)， 并 令 Co 是 了 一 也 的 一 个 紧 分 支 - 则 CoCV 一 天 。 因 而 
CoCUo, 其 中 是 一 天 的 一 个 ( 开 ) 连 通 分 支 .因为 天 一 .7 (天 ) 
因此 不 是 相对 紧 的 ,以 致 6U" 站 Uo 天 B。 令 7 是 连结 Co 的 一 
个 点 与 85 的 一 个 点 的 一 段 简单 弧 , 它 包含 在 U6 中 ,对 于 VV 一 U 
的 每 个 紧 分 支 Cj， 我 们 构 作 一 条 这 样 的 曲线 7;。 显 然 , 如 果 
3 一 了 一 局 

则 3 是 开 的 ,并 且 我 们 有 3 一 (5). 

若 S 是 KK 的 一 个 开 令 域 ,满足 5 一 (5), 工 是 K 的 一 个 紧邻 
域 , 满足 工 CS，, 则 由 命题 3.10.2，L' 一 了 (L)C5， 并 且 由 命题 
3.10.3, 工 " 是 玉 的 一 个 紧邻 域 . 这 就 证 明了 命题 . 
3.10.7 Malgrange-Lax 通 近 定理 令 V 是 一 个 有 向 实 解析 流 形 ， 
#, 9 是 VV 上 的 实 解析 向 量 从 ,满足 rank(&) 一 rank(w)， 令 P 了 是 一 
个 从 5 到 的 具有 解析 系数 的 wm 阶 椭圆 算 子 ， 令 U 是 族 的 一 个 开 
子 集 , 使 得 了 一 忌 没 有 紧 连 通 分 支 , 则 任何 在 愉 上 满足 Be 一 0 的 
ut Wh $), 与 其 所 有 偏 导 数 , 是 在 V 上 满足 Pu, 一 0 的 截面 序 
列 {w}CC”《V ,8) 和 在 品 的 任何 紧 子 集 上 的 一 致 极限 . 

证 明 令 KK 是 UU 中 的 一 个 紧 集 。 通过 用 7 (K) 代替 天， 我 们 
可 以 假设 天 一 大 (天 ); 注意 ,由 命题 3.10.2, 3, YA (K) 是 紧 的 ,并 
BAKICU. 

令 工 是 中 的 一 个 紧 集 ,使 得 KCi, 并 令 

PL) = {ssE HL, §)|Ps = 0 在 L 上 上 ), 

并 令 SHCK) 是 在 上 满足 产 一 04 的 截面 族 {sJCC™(N,$) 在 
已 (天 ,) 上 的 限制 ,其 中 六 是 天 的 一 个 邻 域 , 它 可 以 依赖 于 s。 令 
p: PL) > Ho K, 点 ) 

是 映射 
s(x) 若 xEK， 
pls) (x) -人 若 x# 开 ， 
并 令 MM = p( 儿 (IL))， 显 然 , MCYA(K). 我 们 首先 证 明 : 
3.10.8 ”定理 以 在 SY《K) 中 电 称 的 . 
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证 明 令 :是 瑟 (K 汪 ) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 满 足 1 
二 0。 我们 必须 证 明 i| CK) = 0。 然 而 ,由 命题 3.9.4, 存在 一 个 
ng Hol、 上), 使 得 

(5) 一 《so $79» s € HAK, &). 


我 们 用 
a sz) xé€ Kk, 
全 | 0 区 区 天 
定义 :EE HL, )， 我 们 断言 ,车 wn€ Ho( 工 , 5), 并且 
Px 一 0 在 上， 
则 : 
7 #8 — 0.. 


事实 上 ,因为 1|M 一 0, 所 以 
《ra 和 一 《ri pu))s = (pn)) = 10. 

因而 , 由 命题 3.9.9 知 , 存在 * €E Hn(L, #9'), 使 得 Prt 一 然而 
当 x& 开 时 xz) 一 0， 因 而 在 ?一 下 上 Pz 一 0. 因为 P' 是 一 个 
具有 解析 系数 的 类 加 算 子 《 注 3.3.22)， 因 币 从 定理 3.9.2 妈 得 
在 了 一 天 上 是 解析 的 。 但 是 当 x# 工 时 zs) 一 0。 此 外 ， 由 于 
K 一 了 F(K), 所 以 V 一 kK 的 连通 分 支 都 不 包含 在 中。 因而 :在 
7 一 关 的 任何 连通 分 支 的 某 个 非 空 开 子 集 上 为 9， 并 且 ， 由 于 + 
在 了 -- 天 上 是 解析 的 ,所 以 对 于 任何 *EF 一 天 有 zx) 一 0. 

若 sE 22(K)， 而 六 是 天 的 一 个 邻 域 ,* 在 六 中 有 意义 ， 并 且 
在 NN 中 Ps 二 0, 则 我 们 有 Re 


I) 一 《 一 《Po 一 | BCP 3 
(因为 在 N 一 K 上 Pr 一 0) 一 | BC: ps) 


(因为 supp (4') 在 N 中 是 紧 的 ), 并 且 , 因 为 Ps 一 0, 所 以 上 式 等 于 
0 ， 这样, i159(K) 二 0, 因而 定理 得 证 ， 

这 样 ,由 定理 3.9.1 知 ,存在 一 个 序列 ze C™( 上 ,#), Pu, 一 0， 
使 得 在 Ho K, £) 中 Hy 了 (由 命题 3.9.6, Hy, 和 所 有 偏 导 数 一 
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起 ,在 六 上 一 致 收 和 倒 于 * 及 其 相应 的 偏 导数 ,) 

令 {Kk 是 了 的 一 个 业 子 集 序 列 , 色 足 

KCK,, Rs Ki= A (K,), 
《容易 知道 这 样 的 一 个 序列 是 存在 的 ，) 若 8 > 0 是 给 定 的 正 数 ， 
s€ 人 Y(K), 则 从 定理 3.10.8 我 们 得 到 序列 
Sp CR 二 ) 
的 存在 性 :它们 满足 
Pps, = 0, ls — sl* < sf2, [sort — sl < 12°; 
这 里 ,| ……'|* 表示 定义 HK,,#) 的 拓扑 的 一 个 范 数 ， 对 于 5 
HKyn95), 有 上 11 所 1s 、 此 时 ,级 数 
# 二 $y 十 > (sx 一 #41) 


此 二 站 1 


在 Ho(KK,,) 中 收敛 ， 其 和 不 依赖 于 >。 并 且 ， 由 命题 3.9.6 知 ， 
u€ C”(V,E), 并 且 Pw 一 0. .显然 , jx 一 s|* 二 ,这样 ,存在 一 
个 序列 {wn}CC”CV ,5), 它 在 Hea(K,8) 中 有 收敛 于 9 并 且 Pun 二 
0， 因而 从 命题 3.9.6 即 得 本 定理 . 

从 上 面 的 定理 和 命题 3.10.6 直接 得 到 : 

3.10.9 ”推论 令 天 是 了 的 一 个 紧 子 集 。 天 一 友 (K)。 我 们 用 定 
理 3.10.8 的 记号 ; 若 * 是 天 的 某 个 邻 域 中 方程 Pu 一 0 的 一 个 解 ， 
则 与 所 有 导数 一 起 , * 可 用 了 上 的 方程 P* 一 0 的 解 这 近 ， 此 到 近 
在 天 于 是 一 致 的 . 
3.10.19 注 可 以 证 明 , 为 了 遂 近 定理 的 成 立 ， 定 理 3.10.8 中 的 
条 件 U 二 了 (DU) 也 是 必要 的 。 然而 ， 其 证 明 要 用 到 我 们 不 曾 讨 
论 过 的 关于 方程 Pu 一 了 的 存在 性 理论 。 可 参阅 Malgrange [1955/ 
56】] 

现在 令 了 是 一 个 维 复 流 形 ,， 罗 ?是 上 《Pp,9) 型 的 形式 
丛 .在 例 3.3.15,(b) 中 我 们 已 经 注意 到 。 从 好 所 到 加 所 的 徽 分 算 
子 6 是 椭 轩 的 ; 特别 , 从 9 到 可 o1 的 微分 算 子 5 是 椭 画 的 . 然 
而 ，rank (9,) 一 1, rank(coo) 一 2。 央 而 ; 若 一 1 则 我 们 可 以 
应 用 定理 3.10.8, 从 而 得 到 下 述 定 理 ; 
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3.10.11 关于 开 Riemann 曲面 的 Runge 定理 : Bebnke-Stein， 今 
V 是 一 个 鼻 有 可 数 基 的 复 维 数 为 1 的 连通 复 流 形 , 即 ,了 是 一 个 开 
Riemann 有 曲面 ， 令 也是 了 的 一 个 开 子 集 ， 使 得 了 一 避 没 有 紧 连 通 
分 文 , 则 UU 上 的 任何 全 纯 消 数 是 V 上 的 全 纯 函 数 族 的 极限 ,在 U 的 
每 个 紧 子 集 上 ,此 极限 是 一 致 的 . 

这 个 定 的 应 用 之 一 是 下 面 的 定理 
3.10.13。 特别 ,定理 3.10.13 证 明了 Carathtodory 的 猜想 , 即 , 任 何 
一 个 开 Riemann 曲面 上 存在 着 非常 数 的 全 纯 函 数 . 

3.10.12 定义 令 V 是 一 个 * 维 复 流 形 ,， 如 一 妮 (V) 是 V 上 
的 全 纯 函 数 环 。 了 了 称 为 一 个 Stein 流 形 ;如果 下 面 三 个 条 件 被 满 
足 : 

(a) 尾 分 离 了 的 点 ; 即 , 若 s, 5E WV, ea 闫 上 名, 则 存在 FE 多 ， 
使 得 f(a) 志 15)， 

(b) 者 at€V, 则 存在 六 六 5 使 得 由 六 f, 所 
定义 的 映射 f:V 一 C” 是 一 个 从 a 的 一 个 邻 域 到 C” 中 一 个 开 集 
上 的 同 构 映射 , 凤 , 天 ,，………, fs 给 出 4 的 一 个 邻 域 中 的 局 部 坐标 . 

pn te KCV ,集合 


A= Key= {re Vl)| < suplf(y)| 对 于 所 有 fe CY} 
是 紧 的 . 
3.10.13 定理 0 每 个 开 Riemann 曲面 是 一 个 Stein 


证 明 令 7 是 给 定 的 升 Riemann 曲面 , 令 ay a EV 今 (U， 
Pp)s(U', gp') 是 两 个 坐标 系 ,满足 UNU’ 二 9， 
PUI= {EClls| < {1} = p(TV') 
以 及 
pla) = pa’) = 0. 


若 
D= {xéUl|lv) | <r<1， 


D' = {xéU p(x < < 1), 
则 我 们 立即 看 到 V 一 D,V 一 D' 和 V 一 D 一 D' 是 连通 的 。 内 
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而 , 车 Q=DUD， 则 7 一 9 没有 紧 连 通 分支 。 由 定理 3.10.11 
知 , 由 


0 xEéED, 
i | 1 yxeED 
所 定义 的 8 工 的 殉 数 * 可 以 被 元 素 f6 多 所 甬 近 ,此 带 近 在 K' 一 
{o}U{a'} 上 是 一 致 的 。 特别， 存在 1€ 如 ,满足 |fCo)| < 二， 
Ka)1 > 二 . 因而 如 分 离 V 的 点 . 
若 aE VV, (U,p) 是 如 土 所 述 的 一 个 坐标 邻 域 ， 并 年 
站 一 trzrE 了 lp | rt}, K= {reUip) | r+}, 
则 TP 一 力 是 连通 的 ， 再 一 次 由 定理 3.10.8 得 ,存在 fe .2 , 满足 
sup | f(y) 一 (| < s, 

若 8 充分 小 ; 则 (2f)(a) 关 0, 因而 是 4 的 邻 域 由 的 一 个 局 部 局 
蛙 , 这 和 证 了 明了 了 给 出 了 = 处 的 局 部 坐标 。 至 于 定义 3.10.12 中 的 
《c), 我 们 将 证 明 

Ry 一 大 (天 )， 
首先 ， 若 也是 下 一 天 的 一 个 相对 紧 连 通 分 支 ， 则 我 们 有 8UCK. 
因而 ,从 极 大 值 原理 即 得 TCRw， 因此 

(KICRg. 
现 令 a FC(K), 并 令 工 = 二 {a} UA(K). 我 们 容易 得 到 工 = 了 
〈 工 )。 因而 , 由 应 用 于 从 9 到 的 算 子 5 的 推论 3.10.9 知 , 存 
在 FE 骨 ,满足 


sup [fCy) 一 aty)| = 二 
其 中 


1 若 Yy 在 4 的 一 个 邻 域 中 ， 


9 | 0 车 ”在 了 (K) 的 一 个 邻 域 中 . 


则 
l(a)| > sup I10) 1, 
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议 致 o 天 六 ww。 因 而 
ReCAK), 
定理 证 毕 ， 

本 节 的 主要 定理 3.10.8 属于 Malgrange [1955/56] 和 Lax 
[1956]。 它 关 于 开 Riemann 曲面 的 应 用 出 和 目 Malgrange [1955/ 
56 ]。 Behoke-Stein [1948] 河 来 的 处 理 方法 蚌 完全 不 同 的 ，Behnke- 
Stein 的 方法 比较 难 , 并 且 较 细致 地 用 到 紧 Riemann 曲面 的 理论 ， 
然而 ,此 方法 有 这 样 的 好 处 , 即 , 它 同时 给 出 了 所 谓 “Cousin 第 一 问 
题 和 第 二 问题 ”的 解 (Mittag-Leffter 定理 和 Weierstrass 的 定理 ). 实 
际 .上 ，。 利 用 Behnke-Stein 定 进 对 于 一 个 全 纯 向 量 从 的 截面 的 推广 
《这 个 结果 容易 从 Malgrange-Lax 定理 直接 得 到 ), 可 以 比较 简单 地 
解决 Cousin 第 一 问题 。 
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